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P  U  K  F  A  C  E. 


Mon  intention  ])rimitive  était  de  i»iii)lier  ce  Livre 
en  langue  géori,àenne,  j'espérais  «le  faire  paraître  ensuite 
un  extrait  sons  forme  de  Mémoire  dans  un  des  journaux 
étrangers;  mais  les  circonstances  extérieures,  qui  ont  brus- 
quement ronjpu  toute  correspondance  régulière  avec  l'Europe 
et  rendu  presque  imposs'ible  d'imprimer  un  mémoire  aussi 
étendu  à  Tôtranger,  m'ont  décidé  de  rédiger  mon  Livre 
en  langue  familière  à  tous  les  mathématiciens. 

Je  n'insiste  pas  sur  les  matières  traitées,  je  renvoie 
à  l'Introduction,  à  la  table  des  matières  et  aux  différents 
Chapitres,  à  la  tête  desquels  on  trouvera  un  aperçu  de 
leur  contenu. 

Les  résultats  de  mes  recherches  ont  été  publiés  en 
parties  dans  divers  journaux;  en  particulier  la  partie  essen- 
tielle de  deux  derniers  Chapitres  a  été  exposée  dans  ma 
note  „Sur  l'intégration  de  l'équation  biharmonitiue",  que 
^I.  V.  Steklov  a  bien  voulu  présenter  a  l'Académie  des 
Sciences  de  llussie;  l'exposition  actuelle  est  considérable- 
ment augmentée  par  l'introduction  des  coordonnées  cur- 
vilignes spéciales  qui  facilitent  beaucoup  les  calculs  effectifs. 

Je  voudrais  dire  quelques  mots  sur  les  circonstances 
dans  lesquelles  mon  (Juvrage  a  été  écrit. 

A  partir  de  1ÎJ14  aucun  journal  allemand  et  à 
partir    de     1^>17     aucun   journal     Européen    n'ont    ])i''nétr<s 


\lll  l'rolacc. 

dit'/  nous  (saiit  deux  ou  iiois  voiuiuf^  (i('l;iclii.'S).  Voici 
lH)ur(]Uoi  je  ne  puis  tenir  compte  de  ces  jouinaux  à  partir 
des  époques  indiquées.  En  outre  les  conditions  de  composi- 
tion et  d'impression  ont  été  singulièrement  ditliciles.  C'est 
seulement  ^n-âce  à  l'initiative  et  aux  soins  de  M.  Razmad/e, 
professeur  à  l'Université,  ([u'il  est  actuellement  possible 
déditer  chez  nous  des  Ouvrai^es  mathématiques  avec  des 
formules  compliquées.  Je  suis  heureux  de  lui  exprimer  mes 
plus  vifs  remerciements  pour  les  renseii;nemeuts  techniques 
quil  m'a    donnés. 

Maintenant  qu'il  me  soit  permis  de  remercier  le  Con- 
seil de  l'Université  (iiii  a  dessidé  l'édition  de  ce  Livre,   et 

surtout  son  président,  M.  le  professeur  Dzavachisvili,  pour 
le  vif  intérêt  qu'il  a  prêté  à  mon  Ouvrage. 

M-me  E.  .Orbeliani,  chargée  de  Cours  de  langue  fran- 
çaise, a  bien  voulu  m'aider  pour  la  rédaction  du  texte 
français;  M- elle  Nino  Diasamidzo,  étudiante  de  notre  Uni- 
versité, m'a  beaucouj)  aidé  en  préparant  le  manuscript  pour 
l'impression;  mon  ami  M.  A.  Charadze  a  relu  les  feuilles 
déjà  imprimées  et  m'a  indiqué  la  plupart  des  erreurs  qui  sont 
jdacées  dans  les  Errata.  Je  les  remercie  affectueusement 
pour  cette  collaboration. 

Dans  le  texte,  jiour  la  transcription  des  noms  russes 
et  géorgiens  j'ai  adopté  conformément  à  l'édition  française 
de  /' JùiC'jcïopcdie  des   Se.   Math,   l'orthographe  tschèque. 

Les  formules  sont  numérotées  dans  chaque  Chapitre 
séparément. 

Titlis,  y  avril,  1922. 


APPLICATIONS  DES  INTÉGRAL?:S  ANALOGUES  A  CELLES 

DE  CAUCHY 

A  QUELQUKS  PR0I3LKMES  DE  LA 

PHYSIQUE    MATHÉMATIQUE. 


INTRODUCTION. 

Nons  allons  développer  dans  cet  Ouvrage  une  méthode 
nouvelle  pour  résoudre  les  problèmes  fondamentaux  de  la 
physique  mathématique  qui  se  ratachent  à  l'équation  de 
Laplace  (équation  harmonique) 

ATT     à^U     dnr 
et  à  l'équation  biharmoniqne 

Pour  donner  une  idée  du  caractère  de  notre  travail 
je  commencerai  par  rappeler  les  questions  fondamentales 
qui  se  présentent  à  l'égard  de  l'équation  biharmonique  (a), 
car  la  théorie  de  l'équation  (i),  devenue  depuis  longtemps 
classique,  est  si  bien  connue  qu'il  est,  pour  le  moment, 
inutile  de  s'y   arrêter. 

L'équation  biharmonique  (3),  on  le  sait,  se  présente 
dans  les  diverses  branches  de  la  théorie  de  l'élasticité  et 
de  l'hydrodynamique. 

Il  s'agit  le  plus  souvent  de  déterminer  une  solution 
U  de  (2),  régulière  dans  un  certain  domaine  S,  satisfai- 
sant à  certaines  conditions  sur  le  contour  C  de  S. 


♦J  liitroduciion. 

Le  cas  typique  de  ces  conditions  est  celui  où  l'on 
donne  sur  le  contour  C  les  valeurs  de  la  fonction  U  elle- 
même  et  de  sa  dérivée  normale  ^^^^    . 

Comme  nous  verrons  plus  bas  (Ch.  III),  cela  revient 
à  donner  les  valeurs  que  les  dérivées  partielles 


prennent  sur  le  contour: 


/',  et  /,  désignant  des  fonctions  connues  de  l'arc  s  du  con- 
tour. Nous  donnerons,  avec  G.  Lauricella,  le  nom  de  pro- 
blème fondamental  au  problème  correspondant  aux 
conditions  ci-dessus. 

La  théorie  de  l'élasticité  fournit,  outre  ce  cas  typi- 
que, des  cas  plus  compliqués,  dont  quelques-uns,  les  plus 
importants,   sont  considérés  d«ns  le  Ch.  IV*  de  cet  Ouvrage. 

Le  problèrne  que  nous  avons  nommé  fondamental  fut 
récemment  l'objet  d'un  nombre  considérable  de  travaux 
importants  *)  et  on  peut  le  tenir  pour  résolu  complètement 

•|  Parmi  les  travaux  d'un  caractère  général,  traitant  les  questions 
d'existence,  nommons: 

G.  Lauricella.  Suirintef^razione  dell'equazione  ^*î=:o  (Rend, 
del  R.  Ace.  dei  Lincei,  Vol.  XVI,  1907,). 

I(J.  Sur  l'intégration  de  l'équation  relative  ii  l'équilibre  des 
plaques  élastiques  encastrées  (Acta  Math..  32,  I90;i,  pp.  201— 25>). 

A.  Korn.  Sur  l'équilibre  des  plaques  élastiques  encastrées  (Ann. 
de  l'École  Norm.  Sup.,  3-e  série,  t.  25,  1908  pp.  529-58li). 

Id.  Allgeméine  LOsung  des  Problems  kleiner,  stationarer  Bewe- 
gUDfrcn  in  der  reibenden  FlUssigkeit  (Rendic.  del  Circolo  Mat.  di  Pa- 
lermo.  1908'. 

Id.  Allgeméine  Liisung  des  biharmonischen  Problems  im  Raume 
(Bull,  de  Cracovie,  J907). 
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<iu  point  de  vue  tliéorique,  du  moins  dans  le  cas,  où  le 
domaine  N  est  un  domaine  fini  et  à  contour  simple.  Dans 
le  cas  du  domaine  infini  (problème  extérieur)  il  existe  une 
lacune  ([ue  j'eus  l'occasion  d<^  signaler  ailleurs  '*). 

De  même,  on  peut  considérer  comme  résolus  les  cas 
correspondants  aux  conditions  fournies  par  le  problème  de 
la  théorie  du  l'élasticité,  dite  le  problème  à  deux  dimen- 
sions (das  ebene  Proldem)  (cf.   le  Ch.   IV)  **). 

Or,  les  méthodes  d'intégration  fournies  par  les  tra- 
vaux de  caractère  général  sont,  comme  on  devait  s'y 
ittendre,  purement  théoriques,  impossibles  en  général  à 
être  appliquées  effectivement,  et  cette  circonstance  fit  appa- 
raître un  assez  grand  nombre  de  travaux  qui  ont  un  but 
plus  pratique:  celui  de  donner  un  moj'en  d'obtenir  une 
solution  pour  les  cas  particuliers,  plus  ou  m»  ins  importants. 
Parrais  ces  travaux  nous  nous  intéressons  pour  le  moment 
à  ceux-ht  seulement  qui  ont  pour  objet  de  donner  la  so- 
lution   générale    de  tel  ou  tel    problème  de  la  physique 


•/.  Iladamarrf.  Mémoires  des  Savants  ctrançers,  t.  XXXIII  n°4. 

A.  llaur.  Die  Randwertaut'gabe  der  Difterentialgl''ichuii^ 
^6=0  (Naclir.  d.  Koni'rl.  Cies.  d.  Wiss.  zn  Gottingen.  1907,  pp 
i>S0-287). 

.S.  Xurcnihii.  Bull,  de  Cracovie,  19()7:  passiin. 

*)  Cf.  raa  note  dans  les  Bull,  de  IWcadémie  des  Se.  de  Russie 
1919,  n«'l2;  voyez  aussi  le  Ch.  III  de  cet  onvra^'e. 

'*)  Le  cas  où  l'on  donne  les  tensions  appliquées  au  contour  se 
ramène  immédiatement  au  cas  fondamental  (cf.  le  Ch.  IV). 

Le  cas  où  l'on  donne  les  déplacements  des  points  du  contoui' 
peut  être  également  considéré  comme  résolu  (du  moins  pour  les  do- 
maines simplenjcnt  connexes)  carie  problème  analojjue  pour  le  cas  tréné- 
r.il  (troix  dimensions)  e.st  résolu  par  plusieurs  auteurs,  p.  ex.  par 
M.  Nom  (Ann.  de  l'École  Norm.  Sup.,  bS.,  Vol.  21.  1907,  pp.  9  .5),  par 
M.  Fredholui  (Arkiv  l(3r  matematik,  astrononii  ocli  fysik,  Vol.  2,  j*  28, 
1906,  pp.  8-8)  et  par  M.  Weil  (Rendic.  del  Circolo  Mat.  di  Palermo, 
Vol.  XXXIX,  1915,  pp.  1  -19). 


l  Introduction. 

mathf^niatique  pour  une  catégorie  plus  ou  moins  vaste  des  do- 
maines. S'il  s'agit,  p.  ex.,  du  problème  correspondant  aux 
conditions  (3),  /',  et  /,  désignant  des  fonctions  données 
.arbitraires",  les  travaux  de  ce  genre  donnent  le  moyen 
d'obtenir  la  solution  demandée  (si  elle  existe)  à  la  seule 
condition  que  le  domaine  S'  appartienne  à  la  catégorie 
donnée  *). 

C'est  à  ce  genre  de  travaux  qu'appartient  le  nôtre. 
La  méthode  que  nous  allons  exposer  ici  s'applique  aux 
domaines  S  simplement  connexes  (finis  ou  infinis), 
jouissant  de  la  propriété  suivante: 

On  sait  qu'il  est  toujours  possible  d'effectuer  la  repré- 
sentation conforme  du  domaine   .S'  sur  un  cercle.   Soit 

(4)  ^  =  W(Q  (.:  =  x-hiy^    :  =  Ç-f-*>j) 

la  relation  qui  fait  correspondre  les  points  (x^y)  de 
5  aux  points  (Ç,  >?)  du  cercle.  Les  domaines  auxquels 
s'applique  notre  méthode  sont  caractérisés 
par  le  fait  que  wC;)  est  une  fonction  rationnel- 
le de  ;. 

En  ce  qui  concerne  les  conditions  aux  limites,  elles 
peuvent  être  de  modes  très  divers.  Nous  ne  considérons 
dans  cet  Ouvrage  que  les  cas  qui  correspondent  à  l'équilibre 
d'une  plaque  élastique  encastrée  (problème  biharmonique 
fondamental]  et  à    deux    cas  fondamentaux,    fournis  par  le 


*)  Les  travaux  de  ce  genre  sont  cités  plus  bas.  Parmis  les  travaux 
d'un  caractère  différent  traitant,  entre  autres,  des  cas  particuliers  di- 
vers, nommons  pour  ne  citer  que  quelques-uns: 

Venske,  Giitting.  Nachricliton.  UBl.  E.  Almansi,  Annali  di  mate- 
matica,  Ser  III,  T.  II,  1899.  J.  H.  Michdl,  London  Math.  Soc.  Proc,  vol. 
XXXII,  1900,  vol.  XXXIV,  1902.  A.  Timpe  Inauguraldissertation  (Gôt 
tingen,  1905).    G.  Kolosov,  cf.  la  note  de  la  p.  7. 
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problème  à  deux    dimensions    de  l'élasticité    (das    ebene 
P  r  0  b  I  e  m) . 

Déjà  M.   Almansi*)    a  donné  une   méthode  permet- 
tant   de    rc'soudre    le    problème    biharmonique    fondamental 
pour  les  domaines  caractérisés  par  le  fait  que  la    fonction 
•  (!;)  dans  (4)  est  un  polynôme. 

Depuis,  M.  B  0  g  g  i  0  **)  a  résolu  pour  la  même 
classe  de  domaines  le  problème  correspondant  au  problème 
à  deux  dimensions  de  la  théorie  de  l'élasticité,  étant  don- 
nés les  déplacements   des  points  du  contour. 

Ensuite  ***)  il  a  étendu  sa  méthode  (pour  le  même 
problème)  aux  domaines  finis,  représentables  sur  un  cercle 
au  moyen  des  fonctions  rationnelles  ">(:;). 

Notre  méthode,  comme  il  nous  semble,  est  beaucoup 
plus  simple  et  directe.  En  outre,  elle  est  plus  générale, 
car  elle  s'applique  aux  domaines  infinis  aussi  bien  qu'aux 
domaines  finis  ***'•')  et  ne  fait  presque  aucune  dif- 
férence entre  les  divers  problèmes  aux  limites,  mentionnés 
ci-dessus  *****).  Au  contraire,  les  méthodes  de  M.  M.  Al- 
mansi et  Boggio  sont  destinées    chacune  pour    l'un  de  ces 

*)  K.  Almansi.  Snlla  ricerca  délie  t'unzioni  poli-armoniche,  etc. 
Œendiconti  del  Circolo  Mat.  di  l'alermo,  T.  XIII,  1899). 

••)  y.  Jiogfjio.    SuH'equilibrio    délie    membrane    elastichc    piane 
vtti  délia  R.  Ace.  délie  Scienzc  di  Torino,  vol.  XXXV,  1900). 

*"*)  /''.  Siiirequilibrio,  etc.  (Atti  de!  Reale  I?t.  Veneto,  T.  LXl,, 
1901/2). 

****)  Dans  le  cas  de  l'équation  /ianiu:ii(ijui',  on  passe  immédiatement 
du  ca.s  du  domaine  infini  au  cas  du  domaine  fini,  par  une  inversion 
Or,  dans  le  cas  actuel  ce  passaj^e  ne  peut  se  faire  qu'au  moyen  de 
cosidérations  complémentaires  assez  compliquées,  car  dans  ce  cas  l'in- 
version introduit  un  facteur  non  régulier. 

***•*;  Notre  méthode  s'applique  immédiatement  en  bien  d'autres  cas 
des  conditions  aux  limites  et  en  outre  elle  est  susceptible  d'une  gé- 
néralisation considérable. 


G  liitrixiuctiun. 

cas..  En  particulier,  le  problème  biharmonique  fondamen- 
tal, dans  le  cas  où  «(j  est  une  fonction  rationnelle  (sans 
être  un  polynôme),  n'est  pas  cosidéré  par  ces  s.iv.nits  au- 
teurs. 

Par  exemple,  le  domaine  infini  N,  formé  de  la  por- 
tion du  plan  extérieure  à  une  ellipse,  présente  un  cas 
particulier  des  domaines  mentionnés,  car  ici  wCO  est  une 
fonction  rationnelle  très  simple;  notre  méthode  donne  d'un 
seul  coup  les  solutions  générales  des  problèmes  en  question, 
tandis  que  la  méthode  de  M.  Almansi  ne  peut  pas  être 
appliquée  directement  *j. 

L'idée  fondamentale  de  notre  méthode  est  la  suivante: 
Nous  nous  servons  de  l'expression  générale  de  la  fonction 
biharmoni(iue  sous  la  forme  complexe  donnée  il  y  a  long- 
temps par   M.   O  0  u  r  s  a  t  ''''^'): 

^(--j  et  -if?)  désignant  des  fonctions  analytiques  de  la  va- 
riable complexe 

et  T,  ç  (^),  M^)  — les  quantités  conjuguées  respectivement 
avec  z,  'j(-),  'M~)- 

Ensuite  nous  introduisons  une  nouvelle  variable  :, 
liée  à  z  par  la  relation 

qui  fait  correspondre  au  domaine  .S  un  cercle  -,  situé  sur 
le  plan  des  "Z,.  Avec  cette  variable    les    conditions    aux  li- 


*)  Cf.  la  note  du  ii''49.  Ch.Ul  de  l'Ouvra'i'e  prt'seiit. 
•*)  i:.  Goursat.  Sur    l'équation    M"=o   (Bull,  de    la    Soc.  Math. 
de  France,  vol.  26,  1898). 
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mites  prennent  une  forme  remarquable,  permettant  de 
calculer  presque  immédiatement  les  fonctions  inconnues  9 
et  •]>  par  un  artifice  très  simple,  fondé  sur  quelques  pro- 
priétés des  intégrales   de  la  forme 


(5)  '/:■": 


C 


auxquelles  nous  donnons  le  nom  des  intégrales  analogues 
à  celles  de  Caucliy  (cf.   le  Ch.  1). 

L'idée  de  se  servir  d'une  expression  complexe  pour 
U  n'est  pas  entièrement  nouvelle,  quoique,  autant  que  je 
le  sache,  personne  n'a  appliqué  cette  idée  pour  un  but  part  il 
(l'une  manière  systématique  *). 

Mais  c'est  l'usage  des  intégrales  complexes  de  la 
forme  (5)  qui  présente  un  point  nouveau''"''').  Il  est  vrai  que 
dans  une  note  antérieure,  M.  Kolosov  et  moi  nous  nous 
sommes  servi  d'une  idée  pareille,  mais  ce  n'était  que  pour 
un  cas  très  particulier,  à  savoir  — pour  le  cas  du  domaine 
circulaire  *'•"'•'). 


•)  M.  Kolosov  a  introduit  des  fonctions  de  la  variable  complexe 
pour  représenter  la  solution  du  problème  à  deux  dimensions  delà  théo- 
rie de  rélasticité.  qui  sont  très  commodes  pour  les  applications  et 
dont  nous  taisons  l'usage  dans  la  dernière  section  du  Ch,  IV.  M.  Ko- 
losov a  résolu  lui-même  un  grand  nombre  d'exemples  de  l;i  théorie 
de  l'élasticité  par  des  artifices  divers.  Cf.: 

/".  li.  /(o.toroah.  05i>  o,^homi.  upH.ioaceeiH  reopi»  (l)yHUuiH  KOMniCKcBaro 
uepcMtHHaco  ki.  n,iocKofl  .3a;ïaMf,  M;iTeMaTBMecKo8  leopiu  yiipyrocTii  (K)pi.eBi, 
190!)); 

(J.  Kohssoff'.  Cber  eini^o  Kigens'-haften  des  ebenen  l'roblems  der 
Elastizitatstheorie  (Zi'itsclir.  fUr  Math,  und  Phys.,  Bd.  62,  1914). 

**)  J'ai  déjà  exposé  brièvement  ma  métliode  dans  l'article  présen- 
té en  1918  à  l'Académie  des  Se.  de  Russie  par  M.  V.  Steklov: 

.V.  /.  Muschchu-.  Sur  l'intéi^ration  de  l'équatiou  biharmonique 
Bull,  de  l'Acad.  des  Se.  de    RusNie.   1919,  nM2). 

**'')  r.  h'o.iocosb  u  ILMycxe.joeh,  U  paBHOBtciH  ynpyrHxi,Kpyr.iuxi 
AHCKOBx...  fH3B.  3-ieKTpoTC.\HH'i.  llflCT.  T.  XII,  neTpcrpaAi»  1915). 
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Avant  de  passer  à  l'équation  biharmonique  nous  con- 
sidérons dans  le  Ch.  11  l'équation  harmonique  (i),  à 
laquelle  nous  appliquons  la   méthode  analoi^ue. 

Cette  méthode  conduit  en  particulier  à  quelques  for- 
mules très  propres  pour  les  applications.  Citons,  p.  ex., 
la  résolution  du  problème  de  mouvement  d'un  cylindre  de 
forme  quelconque  dans  un  liquide  indéfini  (le  mouve- 
ment se  produisant  parallèlement  aux  bases)  et  un  résultat 
assez  intéressant  concernant  le  cas  où  la  solution  peut 
être  obtenue  au  moyen  des  fonctions  élémentaires  (cf. 
le  ^r  31,  Ch.Iil). 

Les  propositions  nécessaires  sur  les  intéj^rales  de  la 
forme  (5)  sont  démontrées  dans  le  Ch.  1  de  cet  Ouvrage, 
ce  Chapitre  étant  consacré  aux  propositions  auxiliaires  dont 
nous  nous  servons  dans  nos  recherches. 

Une  remarque  encore  est  nécessaire.  Pendant  la  dé- 
monstration de  quelques-uns  des  résultats,  j'introduis  des 
restrictions  diverses  à  l'égard  des  fonctions  données  sur  le 
contour,  en  les  supposant,  p.  ex.,  continues,  dérivables,  etc. 

J'aurai  pu  remplacer  ces  conrlitions  —  dont  le  but 
principal  est  d'assurer  la  lé.i^ntimité  de  quelques  passages  à 
la  limite  — par  des  conditions  bien  plus  générales,  en  me 
servant,  p.  ex.,  des  intégrales  de  M.  Lebesgue.  Mais  je 
ne  l'ai  pas  fait  pour  ne  pas  obscurcir  par  des  considéra- 
tions étrangères  l'idée  si  simple  de  la  méthode.  D'ailleurs, 
le  lecteur  s'apercevra  bien  aisément,  lesquels  de  ces 
restrictions  peuvent  être  levées  sans  modifier  les  résultats. 


CHAPITRE     I. 
PROPOSITIONS  AUXILIAIRES. 


Le  Chapitre  présent  est  consacré  à  quelques  questions, 
«n  partie  bien  connues,  de  la  théorie  de  la  variable  comple- 
xe, dont  nous  ferons  un  usage  fréquent  dans  nos  re- 
cherches. Dans  la  première  section  je  démontre  quelques 
propriétés  des  intégrales  analogues  à  celles  de  Cauchy  et 
dans  la  seconde — je  rappelle  les  propriétés  fondamentales 
de  la  représentation  conforme  d'une  aire  à  contour  simple 
sur  un  cercle. 

I.-SIJR  LES  INTÉGRALES  ANALOGUES  A  CELLES 
DE  CAUCHY. 

Sous  le  nom  des  intégrales  analogues  à  celles  de 
Cauchy  nous  entendons  les  intégrales  de  la  forme 

•/■.  +  'A 

désigne  une  variable  complexe,  T— un  contour  simple  fer- 
mé, ;'  — un  point  variable  sur  C  et,  enfin,  /,,  /,— deux 
fonctions  réelles  de  l'arc  du  contour  C. 

L'intégrale  (*)   n'est  pas  l'intégrale  de  Cauchy  au  sens 


où 
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-•"liuaire,   puisque  dans  l'iutt^grale  de  Caucliy  l'expression 

/'i  -^-  «/', 
représente  la  valeur  qune  fonction  holomorphe  à  l'inté- 
rieur '•')  de  G  prend  le  long  de  ce  contour  et,  par  consé- 
quent, les  fonctions  /,  et  /,  qui  y  figurent  ne  sont  pas 
indépendantes:  si  l'une  d'elles  est  donnée,  la  seconde  sera 
déterminée  à   une  constante  près. 

Nous  allons  établir  quelques  propriétés  des  intégrales 
de  la  forme  ('^),  en  nous  bornant  au  cas  où  le  contour  C 
est  une  circonférence,  car  c'est  ce  cas  seulement  qui  nous 
sera  utile  pour  la  suite. 

On  trouvera  dans  un  article  de  A.  Harnack**)  quelques 
propositions  concernant  le  cas  général. 

1.  -Théorème  sur  la  limite  de  l'intégrale  analogue  à 
celle  de  Cauchy.^  Considérons  l'intésrrale 

^'=^      2r.iJ    ç'-î 
OÙ  ^ 

est  une  variable  complexe,  y -une  circonférence  sur  le 
plan  des  -',  1'  un  point  variable  sur  y  et,  enfin,  /  (^)  une 
fonction  réelle  de  l'arc   »)•  de  y. 

Sans  restreindre  la  généralité,  on  peut  supposer  que 
le  rayon  de  la  circonférence  y  est  égal  à  un  et  qu'elle  a 
pour  centre  l'origine   ^  =  o. 

Cela  posé,  on  peut  considérer  l)-  comme  l'argument  de 
la  quantité  complexe  ^',   de  sorte  qu'on  aura 

*)  Ou  bien,  à  l'extérieur. 

**)  Axel  flunnick.  BeitrUge  zur  Théorie  des  Cauchy'schen  Inte' 
grals  (Bt-riclite  der  K.  Sachs.  Ges.  der  Wiss.,  18b5;  reimprimé  dans 
Waih.  Anualen.  Bd.  XXXV) 
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Il  est  clair  que  la  fonction  <l'(Oi  définie  par  la  for- 
mule (t),   est  holomorphe  à  l'intérieur  de  y- 

Le  théorème  suivant  montre  comment  cette  fonction 
se  comporte  dans  le  voisinage  de  la  circonférence  y  elle- 
même  •'). 

Théorème. —  Supposons  que  dans  l'intégrale 
(ij/'(>)  dési,ij:ne  une  fonction  intégrable  sur  tou- 
te la  circoférence  y  et  continue  avec  sa  déri- 
vée pre  mi  ère  ^^^    sur    un    arc    .-i' 7>"    de  y-    Soient 

de  plus  AB  un  arc  quelconque  entièrement  com- 
pris dans  l'arc  A'  J}'  et  ;,-un  point  quelconque 
de  l'arc  AJi. 

Cela  posé,  on  peut  affirmer  que  lorsque  le 
point  ^,  en  restant  toujours  à  l'intérieur  de  "x, 
tend  vers  le  point  w,,  la  fonction  *!>(,)  tend 
uniformément  vers  une  limite  bien  détermi- 
née, et  cette  limite  sera  une  fonction  con- 
tinue   de   9-  dans  l'intervalle  AJi. 

Pons  établir  ce  théorème,  transformons  l'intégrale  (i) 
en  introduisant  les  coordonnées  polaires.   Posons  à  cet  effet 

Pour  les  points  7  de  y  on  aura  p  =  i  et  par  suite 

"'  _  -.» 
-=  —  '^    • 

Désignons  par  r  la  distance  mutuelle  des  points  ^  et  Ç' 

et  par  -b  —  l'argument    de  la    quantité  (i^'  —  ^),    d'après  quoi 

on  aura 


Cf.  mon  article  cité. 
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Si    1 

'on 

int 

roduit 

ces 

notations 

dans 

(0    et 

si 

l'on 

remarque 

que 

àx:  ^ 

*V»  rf9- 

il    viendra 

(a) 

<1)( 

Q  = 

Y 

r 

.371 

27:  / 

r 

'27: 

r 

/->37:  A«27t 

27:^/^        r  2TzJ^       r 


z=:']>-d-  désignant  l'angle  que  le  vecteur  s —s  fait  avec 
la  normale  extérieure  à  y  (au  point  ^'),  cet  angle  étant 
compté  dans  le  sens  direct  à  partir  de  la  normale  (fig.    1). 


Fij^.  1. 

Considérons  d'abord  la  première  intégrale  du  second 
membre.  Cette  intégrale  n'est  autre  chose  qu'un  potentiel 
logarithmique  de  double  couche  avec  la  densité  linéaire 
égale  à  /"fi>). 

Les  propriétés  bien  connues  de  ce  potentiel  permettent 
d'affirmer  qu'il  tend  uniformément  vers  une  limite  quand 
^  tend  vers  sn  puisque  la  fonction  fC<>)  est  continue  dans 
l'intervalle  yV  B'  qui  comprend  à  son  tour  l'intervalle  A  li. 

On  sait  de  plus  que 


•2-4) 


I.  -Intt^grales  analogues  à  colles  de  Cauchy. 


IS 


(3) 


lim 


I        /        -  COS 


•dif-  ^ /(*►.) -h  ^i 


X 


27C 


f(^)^ld%' 


OÙ  dans  le  second  membre  /•  signifie    la  distance    mutuelle 
des  points  "'  et  Z,i~e*^^  qui  sont  tous  les  deux  situés  sur  y. 
Il  est  évident  d'ailleurs  que  pour  ^=xÇ, 

COS  e         I 


ffig.   2)  et,  par  conséquent 


Fig.  2. 


(3*) 


'271 

On  aura  donc 


/^2K  /^ 


27t 

/•(*)d9-  =  con8t.. 


(4) 


lim  - 


/^27î 
I        /        ^  COS •    ,a  I     -/Q    V 

Wo^  V"^^=3^^(^')-^const., 


ce  qui  démontre  la  continuité  de  cette    limite  dans  Tinter 
valle  AB, 

Considérons  à  présent  la  seconde  intégrale: 

'271 


f. 


o          ♦• 
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Kvidemmeiit  on  peut  écrire 
r5) 


I      ^.  sin  e    ,  o  /     ,  dr 


Soit  Yo  1a  partie  de  y,  obtenue  supprimant  l'arc  A  lï . 
Nous  aurons 

T  Yo 

L'intégrale  étendue  à  l'arc  y»  satisfait  aux  conditions 
de  notre  théorème;  il  nous  reste  à  examiner  l'intégrale 
étendue  à  l'arc  A'  B .  L'intégration  par  parties  donne  im- 
médiatement 

rB-  r-TV 

^  A        ^  A        c'  A 

Mais  la  dernière  intégrale  est  le  potentiel  de  simple 
couche  de  densité  continue  /'(^);  c'est  donc  une  fonction 
continue  dans  le  voisinage  de  l'arc  AB]  la  fonction  [/'i^'']^' 
jouissant  de  la  même  propriété,  notre  théorème  est  com- 
plètement démontré. 

2.  Généralisation.  -Démontrons  à  présent  une  propo- 
sition plus  générale,  à  savoir: 

Soit/'(i*)  une  fonction  intégrable  sur  y  et 
continue  avec  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  //-+-i 
sur  un  arc  A'B'  de  y-  Soient  AB  un  arc  entière- 
ment compris  dans  A'B'  et  Ci  un  point  quelcon- 
que de  l'arc   AB. 

Alors  (I)^"^(0  tendra  uniformément  vers  une 
limite    déterminée  lorsque    C,  restant    à  l'inté- 
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rieur  de  y,  tend  vers  ;, ;  cette  limite  sera  une 
fonction  continue  de  l'arc  0-  dans  l'intervalle 
AJJ. 

En  effet,  supposons  d'abord  //  =  i.  Nous  aurons  avec 
les  notations  précédentes: 

ï  To 

La  première  des  intégrales  de  la  seconde  partie  satis- 
fait aux   conditions  de  notre  théorème. 

La  seconde  intégrale  peut  être  transformée  comme  il 
suit: 

'B'    fA-'  .      rii' 


La  partie  intégrée  satisfait  aux  conditions  du  théorè- 
me, (^uant  à  l'intégrale,  elle  a  une  forme  qui  a  été  déjà 
considérée  dans  le  ;/•  précédent  avec  cette  différence  seu- 
lement qu'au  lieu  d'une  fonction  réelle  f'{^),  il  figure  ici 
une  fonction  complexe  ie~*^  f*  (v>).  Mais  si  l'on  sépare  les 
parties  réelles  et  imaginaires  dans  cette  dernière  fonction, 
on  sera  ramené  ?.  considérer  la  somme  de  deux  intégra- 
les parfaitement  analogues  à  l'intégrale  du  n"  précédent. 
Notre  théorème  est  donc  démontré  pour  le  cas  /?  =  i. 


M  Chapitre  I.-- Propositions  auxiliaires.  (Pornï. 

Le  cas  //  =  a  se  ramène  aussi  facilemeut  au  cas  pré- 
cédent et  ainsi   de  suite. 

llemarques.  —  t«.  —  Lorsque  la  fonction  f  est  conti- 
nue sur  toute  la  circonférence,  les  théorèmes  précédents 
resteront  vrais  quand  on  remplace  l'arc  AB  par  la  cir- 
conférence entière  y. 

2».  —  Il  est  clair  que  les  théorèmes  précédents  restent 
vrais,   quand  on  remplace  /"(*)  par  une  expression  complexe 

3.  Théorème  fondamental.  — Passons  à  présent  à  la 
démonstration  du  théorème  suivant  (dû  à  Harnack)  *). 

Théorème. -S oient  a(^)  et  A(*)  deux  fonctions 
réelles  et  bornées  sur  la  circonférence  y  et 
qui  sont  continues  sur  y  sauf  peut-être  en  un 
nombre    fini    de    points.    Si    l'égalité 

Y  7 

a  lieu  pour  tout  points,  situé  à  l'intérieur  de  y» 
on  aura   aussi 

pour  toute  valeur  de  *,  abstraction  faite  des 
points  éventuels  de  discontinuité  des  fonc- 
tions /",  et  /■,. 

Posons  en  effet 


•)  Harnack,  l.  c.  Il  est  à   remarquer  que  A.  Harnack  considère  le 
cas  très  général,  mais  sa  démonstration  n'est  pas  assez  rigoureuse. 
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Avec  les  notations  des  tni"  précédents  l'égalité  (6)  peut 
^  écrire  comme  il  suit  (voir  la  formule  (2)): 

d'où  il  vient 

'au 


-  f 

271    / 


COSS      o 

f  d\T  =  0. 

271  /  r 


Cette    égalité    devant    être,    par   hypothèse,    satisfaite  par 
tout  point  "Ç,  situé  à  l'intérieur  de  y»   on  aura  aussi 


s,  =e*^«  désignant  un  point  arbitraire  de  y-    On  en   déduit, 
en  tenant  compte  des  formules  (3)  et  (3*), 

^^27: 
o 

ou  bien 

/■(*)  =  const.  =  C7, 

excepté  peut-être     un    nombre    limité    des     valeurs    de    ^ 
(points  de  discontinuité  de  la  fonction  f). 

Remplaçons  dans  la  formule  précédente  fi^)  par  cette 
valeur,   il  vient 

— C-4-— C=o 

a  a 

et,  par  suite,  C  =  f>.  On  aura  donc 
abstraction  faite  des  points  de  discontinuité. 
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C  0  r  0  liai  re. -Soient  w.(^),  r, (^),  ?^(^),  ?;,({>) 
quatre  fonctions  réelles  et  continues  de  l'arc  ^  de  la  cir- 
conférence Y.  DaprOs  ce  qui  précède  il  est  clair  que  la 
condition 

/  w,(^)  =  «,(«•) 
est  équivalente  à  la  suivante 

L.  Y  Y 

Ç   désignant  un  point  arbitraire  situé  à  Tintérieur   de  y- 

4.  Formules  analogues  à  celles  de  Cauchy. -Démon- 
trons à  présent  quelques  formules  bien  simples  qui  jouent 
pourtant  un  rôle  considérable  pour  notre  méthode. 

Première  formule.  — Soit  f(0  une  fonction  de  la  va- 
riable complexe,  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  fer- 
mé simple  C,  sauf  au  point  unique  «,  où  cette  fonction 
admet  un  pôle  avec  la  partie  principale 


a, 


On  suppose  de  plus  que  fC^)  est  continue  sur  le  contour  G 
lui-même  *). 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par   ^  un  point  quelconque 
intérieur  à  C,  on  aura   la  formule 


*)  Nous  entendons  par  là  que  f(Q  est  continue  dans  la  partie  du 
plan,  adhérente  à  C  du  côté  intérieur,  les  points  de  C  y  compris. 
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<')  ai 


/fil')    ,-/  _  r  /-N ^'n «n^i ^i 
;'-;^  -"^''    (ç_o)H     (;_a)"-'     •••     i;-a 


1^'  désignant  un  point  variable  sur   C. 

En  effet,   on  a  d'après  le  théorème  de  Cauchy 

r 
puisque  la  fonction  en   {    )    est    holomorphe  à  l'intérieur  de 
C.  Mais  la  première  partie  de  cette  formule  est  égale  pré- 
cisément à  la  première  partie  de  la  formule  à  démontrer,  car 
pour  toute  valeur  entière  et  positive  du   nombre  A-  on  aura 

-L  f        ''^'        =  ' 

I    ■ 

c'est  ce  qu'on  vérifie  aisément  en  remplaçant  le  contour 
d'intégration  C  par  une  circonférence  d'un  rayon  infiniment 
grand. 

La  formule  (8j  est  donc  vraie. 

Seconde  formule.  — Soit  /"(;)  une 'fonction  holomorphe 
partout  à  l'extérieur  d'un  contour  fermé  simple  C,  excepté, 
peut-être,  le  point  ^  =  o:  ,  où  elle  a  un  pôle  avec  la  partie 
principale 

on  suppose  de  plus  que  /  fO  est  continue  sur  le  contour  C 
lui-même. 


')  Pour  le  point  à  linfini    nous  comptons  le  terme  constant  dans 
la  partie  principale. 
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Si  Ton  (U'si^^ne  comme  toujours  par  Z,  un  point   intc*^- 
rieur  à  la  courbe  C,   on  aura  la  formule 


1      l    tm^-'-a    -"4-a         -"-« 


271/ 
C 

En  effet,  décrivons  de  l'origine  comme  centre  une 
circonfr'rence  F  de  rayon  assez  grand  pour  que  le  contour 
C  soit  tout  entier  situé  à  l'intérieur  de  V.  /  (Q  étant  ho- 
lomorphe  à  l'extérieur  de  F  (sauf  au  point  oo)  on  aura 
d'après  la  formule  de  Laurent 

oo 

la  série    infinie    é|,ant    uniformément    convergente  à  l'exté- 
rieur de  F. 

D'autre  part,  la  fonction  fiZ)  étant  holomorphe  dans 
Faire  comprise  entre   C  et  F,   on  aura 


2V.IJ      ;'— Ç     ^  27lî    /     Ç'— ç     ^ 

c  r 

oo 

r 
puisque  toute  intégrale  de  la  forme 

r 
est  nulle,   comme  on  vient  de  le  voir  tout  à  l'heure. 
Notre  formule  (9)  est  donc  démontrée. 
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Il  -SLR  LA  REPRÉSENTATION  COiNFORME. 

Les  propriétOs  de  hi  reprt'seiitatioii  coufonne  sont 
aujourd'hui  bi(Mi  connues  *).  Tout  de  même  je  trouve  (lu'il 
serait  utile  de  rappeler  ici  quelques  notions  fondamentales, 
ntk-essaires  pour  l'application  de  notre  méthode. 

5.  —  Considérons  un  domaine  S  du  plan  xy,  limité  par 
un  contour  fermé  simple   C. 

Ce  domaine  peut  être  fini  ou  infini.  Dans  le  premier 
cas  il  est  formé  de  la  portion  du  plan  située  à  l'intéri- 
eur du  contour  0  et  dans  le  second  cas  — de  la  portion  ex- 
térieure à   f. 

Soit  ensuite  a  un  cercle  de  rayon  uv  dans  le  plan 
Erj.   ayant  pour  centre  Foriii^ine. 

Alors,  comme  on  sait,  il  est  toujours  possible  de 
trouver  une  telle  fonction  analytique  wC^)  de  la  variable 
complexe 

;  =  ?-+-'•>? 
((ue  la   relation 

donnera  une  leprésentation  biunivoque  du  domaine  -S'  sur 
le  cercle  v.  En  d'autres  termes,  la  relation  (lo)  fera  cor- 
lespondre  à  chaque  point  "Ç,  de  '^  un  (et  un  seul)  point  de 
s'  et  récipro(iuement. 

Cette  leprésentation  est  dite  conforme,  car  elle  con- 
.serve  la  similitude  des  fif^ures  infiniti'simales.  Précisons 
encore  cette  propriété. 


)  Voir   en    g(''n('ral    Osfjonrt,    Lehrhncli     der    Funktionentheorie, 
1  Hil.  li)20.  on  hion  Ficnnl,  Trait»'*  (l'anulvsc,  tome  II. 
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Soient  C  et  C"  deux  éléments  linéaires  contenus  dans 
iS  et  partcant  d'un  point  ~\  de  S.  La  relation  (lo)  fait  cor- 
respondre à  C  et  C"  deux  éléments  contenus  dans  a  et 
partant  du  point  l^o  — imai'e  du  point  ~,. 

La  propriété  fondamentale  de  la  représentation  con- 
forme consiste  précisément  en  cela  ([ue  l'angle  entre  les 
éléments  C"  et  C"  est  égal  à  l'angle  entre  y'  et  y''.  De  plus, 
la  relation  (10)  conserve  le  sens  de  rotation  des  an- 
gles. Cela  veut  dire  que  si  l'on  choisit  à  volonté  sur  les 
éléments  C  et  C"  les  directions  positives  du  parcours, 
alors  les  directions  correspondantes  de  y'  t't  y"  seront  si- 
tuées de  telle  façon,  qu'on  passera  de  y'  ^  ï"  pai"  la  mê- 
me rotation  que  de   C"  à  C" . 

Tout  cela  concerne  les  points  situés  à  l'intérieur  des 
domaines  -S  ou  a. 

En  ce  qui  concerne  les  contours  eux-mêmes,  les  sup- 
positions générales  que  nous  avons  faites  permettent  d'af- 
firmer seulement  que  ces  contours  se  correspondent  point 
par  point  d'une  façon  univoque  *). 

Mais  il  existe  une  catégorie  assez  vaste  des  cas  où 
l'on  peut  être  sûr  que  la  représentation  est  conforme  aussi 
pour  les  points  adhérents  aux  contours;  cela  veut  dire  que  dans 
ces  cas  les  affirmations  précédentes  resteront  vraies  si  l'on 
prend  les  points  ^■'o  et  Yo  sur  les  contours  eux-mêmes  et  si 
pour    les    éléments    C    et    y'    oii  prend    respectivement  les 


*)  Il  suffit  pour  cela  que  la  courbe  C  soit  une  courbe  de  Jordan. 
Cf.  Cca-athéodory,  tlber  die  gegenseitige  Beziehung  der  Riinder  bei  kon- 
ibrmen  Abbildung  des  Inneres  einer  Jordanschen  Kurve  auf  einen  Kreis 
(Math.  Ann.  Bd.  73.  1913). 


II.— Représentation  conforme. 
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éléments  de  ces  contours  (voyez  la  fig.  3  où  l'on    a    repré- 
senté les  cas  du  domaine  S  fini  et  du  domaine   S  infini). 


Cer«le  o. 


Domaine  fini. 


Fig.  3. 


Domaine  infini. 


Convenons  de  nommer  positif  celui  des  sens  du  par- 
cours de  C  qui  laisse  le  domaine  S  à  gauche  (fig.  3).  ]1 
est  clair  de  ce  qui  précède  qu'au  sens  positif  du  parcours 
de  C  correspond  toujours  le  sens  direct  du  parcours  de  la 
circonférence  y  du  a. 

6. —Rappelons-nous  encore  quelques  propriétés  fonda- 
mentales de  la  représentation  conforme  et  faisons  quelques 
conventions  à  l'égard  des  notations. 

Quand  le  domaine  <S^  est  fini,  la  fonction  w(Q  est 
holomorphe  partout  dans  o  et  sa  dérivée  w'  (Z^)  ne  s'annule 
pas  dans  ce  domaine. 
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(^uaiid  le  domaine  -S'  est  infini,  alors  mC^)  admet  un 
pôle  simple  dans  o:  la  dérivée  w'  (:;)  ne  s'annule  pas  éga- 
lement dans   a. 

Nous  ferons  plus  tard  une  supposition  supplémentaire; 
à  savoir,  nous  supposerons  que  w(Q  tend  uniformément  vers 
une  limite  différente  de  zéro,  lorsque  ^  tend  vers  un  point 
quelconque  de  la  circonférence  y.  Cette  condition  étant 
remplie,  on  peut  être  sûr  que  la  représentation  sera  con- 
orme  aussi  dans  le  voisinage  des  contours  eux-mêmes. 

Pour  que  la  condition  en  question  soit  satisfaite  il 
suffit  de  supposer,  par  exemple,  que  C  est  un  contour  ana- 
lytique,   sans  points  anguleux. 

On  sait  qu'on  peut  toujours  choisir  oiiZ)  de  telle  façon, 
qu'au  point  arbitraire  de  S  corresponde  un  point  arbitrai- 
rement choisi  de  a. 

Dans  ce  qui  suit  nous  procéderons  toujours  de  la  ma- 
nière suivante: 

Quand  S  est  fini,   nous    prendrons    pour    l'origine  des 
(x,  y)  l'un  des  points  de   S  et  nous    ferons  correspondre  à 
ce  point  le  point  :^  =  o  (c  e  n  t  r  e)    de  a,   de  sorte  que  nous 
aurons 
(n)  w(o)  =  0  . 

Quand  S  est  infini,  nous  ferons  correspondre  au  point 
i  =  o3  le  point  ^  =  0,  de  sorte  que  w(Q  aura  son  pôle 
(simple  et  unique)  dans  le  point  Ç  =  o: 

(12)  (oQ  =  S -i-fonct.   holom.  . 

Les  courbes  du  plan  z  qui  correspondent  aux  cercles 
P  =  const.   du  plan  Z,  seront  des  courbes  fermées. 


il,  12) 
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Les  courbes  correspondantes  aux  diverses  valeurs  de 
P  ne  se  coupent  jamais.  (^|uand  le  domaine  S  est  fini,  cel- 
les de  ces  courb(3s  qui  correspondent  aux  valeurs  moindres 
de  p  sont  entièrement  comprises  à  Tintérieur  de  celles-ci 
([ui  correspondent  aux  valeurs  supf'Tieures;  quand  le  domai- 
ne  S  est  infini,   la  disposition  est  inverse. 


Fis:.  4a, 


Fig.  4b.  ¥ig.  4c. 

Aux  rayons  ^  =  const.  de  -:;  correspondent  les  courbes 
qui,  lorsque  (S  est  fini,  partent  du  point  j  =  o  et  se  ter- 
minent sur  C;  lorsque  S  est  infini,  ces  courbes  partent  de 
l'infini  et  se  terminent  également  sur  C. 
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Les  courbes  p  =  coiist.  et  t>  =  const.  forment  sur  le 
plan  des  z  un  réseau  orthogonal  de  courbes. 

Ce  systùnie  de  courbes  nous  servira  plus  tard  comme 
un  système  de  coordonnées  curvilignes. 

On  a  représenté  sur  les  fîg.  4  ^,  c  les  cas  du  domaine 
fini  et  du  domaine  infini. 

La  fig.   4b  correspond  à  la  relation 

~'  =  6(;-ha;;»)  (6>o,    o<a<^), 

OU  bion 

X  =  &p  COS  ^-f-.OÔp'  COS  29', 

y  =  hç  sin  %"  -h  a6p*  sin  29", 

qui  donne  la  représentation  conforme  du  domaine  limité 
par  le  limaçon  de  Pascal,  dont  l'équation  paramétrique  est 

x=6co3  9'-f-rt6  COS  29",    y  =  b  sin  •O'-f-aô  sin  2'9', 

sur  le  cercle  o. 

La  fig.  4c  correspond  à  la  relation 

z=bi^-\-^)  (6  >o,   a  >J) 

ou  bien 

«=^(p-f-p*)cos^,    2/ =  6(p  -  |)  sin  9- , 

qui  donne  la  représentation  conforme  sur  le  cercle  a  de 
l'aire  infinie,  formée  de  la  portion  du  plan  xy^  extérieure 
à  l'ellipse 

Dans  ce  cas  les  courbes  p  =  const.,  ^  =  const.  sont  respec- 
tivement les  ellipses  et  les  hyperboles  homofocales. 


C  H  A  r  I  T  R  E     II. 

APPLICATIONS  SIMPLES  A  LA   THÉORIE  DU  POTEN- 
TIEL LOGARITHMIQUE  ET  A  L'HYDRODYNAMIQUE. 


Avant  (le  passeï"  ;i  l'équation  biharmonique  et  aux 
problèmes  connexes  de  la  théorie  de  l'élasticité,  nous  con- 
sidérerons quelques  problèmes  de  la  théorie  de  l'équation  har- 
monique. Dans  ce  cas  notre  méthode  conduit  directement 
à  plusieurs  formules  bien  simples,  très  propres  aux  appli- 
cations diverses.  Quelques  unes  de  ces  formules  sont  déjà 
connues  depuis  longtemps  et  déduites  par  des  méthodes 
différentes.  Elles  sont  déduites  ici  à  titre  d'exemples 
simples,  destinés  n  montrer  la  simplicité  de  la  méthode 
dont  nous  noos   servons. 

L-REMARQUES  PRÉLIMINAIRES. 

7.  Représentation  d'une  fonction  harmonique  au  moyen 
des  fonctions  de  la  variable  complexe.  -Soit  Uix,  y) 
une  fonction  uniforme,  continue  ainsi  que  ses  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  dans  un  certain  domaine  S  du 
plan  des  {x  //),   satisfaisant  à  l'équation  h  a  v  m  o  n  i  q  u  e 
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Nous  dirons  (\uc  U  est  h  a  r  m  o  n  i  (i  u  c  dans  -S".  Si  le 
domaine  5  est  infini,  nous  dirons  ([ue  U  est  harmonique 
dans  -9  alors  seuleni'Mit,   lorsque   U  reste   bornée  à  l'infini. 

Dans  le  cas  contraire  la  fonction  U  sera  dite  harmo- 
nique dans   .S\   sauf  au  point  à,  l'infini. 

Nous  aurons  à  considérai'  des  domaines  S  de  deux 
sortes  seulement,  à  savoir: 

I".  Les  domaines  (jui  sont  formés  do  la  portion  du 
plan  ix,  _>/),  intérieure  à  un  contour  fermé  simple  C. 

2".  Les  domaines  formés  de  la  portion  du  plan, 
extérieure  ù  un  contour  fermé  simple  C. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre  nous  distinguerons  ces 
deux  cas,  en  disant  tout  simplement,  (|ue  le  domaine  /S  est 
fini  ou  qu'il  est  infini. 

Cela  posé,  soit  U  (a?,?/)  une  fonction  harmonique  dans 
un  certain  domaine  S. 

Il  est  connu  que  V{x,y)  peut  être  considérée  comme 
la  partie  réelle  d'une  certaine  fonction  analytique  cf  (z)  de  la 
variable  complexe 

en  d'autres  termes,  il  est  toujours  possible  de  déterminer 
une  autre  fonction  réelle   F(.r,  ?/),  telle  (jue 

La  fonction  U  étant  donnée,  la  fonction  V  sera  déterminée 
à  une  constante  près;  pour  l'évaluation  de  F  on  peut  pro- 
céder comme  il  suit. 

Soit  AiXo^ijo)  un  point  arbitraire  de  S.  Joignons  ce 
point  au  point  (x,y)  par  une  courbe  continue  qui  ne  sort 
pas  de  S  et  qui  possède  partout  une  tangente  bien  dé- 
terminée. 


I.  2) 


I.— Remarques  préliminaires. 
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Pour  le  sons  positif  du  parcours  de  cette  courbe  pre- 
nons celui  qui  mène  du  point  -l  au  point  (a:,  y).  Cette 
convention  détermine  parfaitement  le  sens  positif  de  la 
tanf^ente  à  cette  courbe.  Pour  le  sens  positif  de  la  norma- 
le nous  prendrons  celui  qui  est  disposé  vers  la  tangente, 
comme  Taxe   Ux  est  disposé  vers  l'axe  Oy  sur  le  plan  des  ~" 

(fig.  5). 

Cela  posé,    on  aura 


où  l'intégrale  est  prise  le  long    de  la    courbe    mentionnée, 
s  désigne  l'arc  de  cette  courbe  et-, —  la     dérivée     de     V 

^  (In 

suivant  la  normale  positive.    Fu»,?/,)  peut  être  prise  arbi- 
trairement. 


0 


Fis:.  5. 


Démontrons    que     V{x,  y)    est    une    fonction    uniforme    du 
point  (x,y). 

Cela  équivaut  à  démontrer  «lue  l'intégrale 

'dU 


f 


dn 


ds 


prise  le  long  de  tout  contour    fermé,    compris    dans   S,  est 
nulle. 

Le    fait    est    évident    dans    le  cas  du  domaine  S  fini. 
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car  alors  U  sera  harmoni(iue  à  l'intérieur  d'un  contour 
simple  formé  quelconque,  entièrement  compris  dans  S  -'^). 

Le  doute  peut  subsister  seulement  lorsque  le  domaine 
S  est  infini  et  quand  le  contour  d'intéiçration  contient  à 
son  intérieur  le  contour  C  de  S.  Or,  dans  ce  cas  le  con- 
tour d'inté^^ration  peut  être  remplacé  par  une  circonférence 
ayant  pour  centre  l'origine,  de  rayon  Tt  assez  j^rand  pour 
.qne  le  contour  C  soit  à  l'intérieur  de  cette  circonférence. 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  r  et  6  les  coordon- 
nées polaires  du  point  (a;,  y),  la  fonction  harmonique 
U{x^  y)  peut  être  représentée  par  la  série  '"*) 

'(3)  f/(.c,  ?y)  =  Oo -1-— (a_,cosB  —  &_,sinB) 

H--j^  (a_,  cos  2  B  —  h_^  ein  2  Oj  -f-  . . . 

qui  converge  uniformément  pour  r^E. 

Le  contour  d'intégration  étant  le  cercle  de  rayon  Z?, 
la  direction  de  la  normale  extérieure  est  celle  de  R  et 
par  suite 

Il  est  évident  d'après  cette  formule  que  l'intégrale  de  ^  , 

prise  le  long  de  notre  circonférence,  est  nulle.  L'uniformité 
de  la  fonction  V  est  donc  démontrée.  Il  s'en  suit  de  ce 
qui  précède  que  la  fonction 

'^(^)  =  U-hiV 

définie  par  la  fonction  harmonique   U  est  toujours  uniforme. 


*)  Rappelons  nous  que  d'après  nos  conventions  S  est  simplement 
connexe  dans  ce  cas. 
*=^)  Cf.  n-'S. 
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De  plus,   sa  partie  réelle    U  étant  bornée    dans    S,    il    en 
sera  de  munie  de  la  fonction  -f  elle-même. 

Donc,  en  définitif,  la  fonction  cp(^)  est  holomorphe 
dans  tout  le  domaine  ^  (le  point  à  l'infini  inclu)  "^'j. 

8.  Suite. — Quand  le  domaine  S  est  infini  et  la  fonc- 
tion U  est  harmonique  dans  .S",  sauf  au  point  à 
l'infini,  alors  les  résultats  du  71*  précédent  doivent  être 
un  peu  modifiés. 

En  effet,  dans  le  cas  actuel  on  ne  peut  pas  affirmer 
que  l'intégrale 


/^ 


prise  le  long  d'un  contour  enveloppant  le  contour  C,  est 
nulle.  La  fonction  r^{z)  sera  donc,  en  général,  multiforme. 
Il  est  facile  de  préciser  le  caractère  de  cette  multiformité. 

En  effet,  découpons  le  domaine  S  par  une  coupure  L 
partant  d'un  point  quelconque  du  contour  C  et  allant  à 
l'infini  (fig.  6).   Désignons  par  S' le  domaine  ainsi  découpé. 

Dans  ce  domaine  nouveau  la  fonction  F  sera  déjà 
monodrome,  car  un  contour  fermé  quelconque  ne  peut  pas 
envelopper  C  sans  trancher  la  coupure  X,  d'où  il  s'ensuit 
que  l'intégrale 

'dU 


S 


du  '^'^ 


prise  le  long  de  tout  contour  fermé  ne    sortant  pas  de  S' 
sera  nulle. 


*)  On    pourrait,    pour    démontrer   ce  fait,   se  borner    au    cas  du 
domaine  fini;  le  cas  du  domaine  infini  se  ramène  uu  précédent  par  uq^ 

transformation   z'  = 
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Or,  il  va  sans  dire,  que  les  valeurs  de  V  sur  les 
deux  bords  opposés  de  la  coupure  ne  seront  pas,  en  gé- 
néral, égales  entre  elles. 

Nommons  positif  ce  bord  de  la  coupure  L  qui  reste 
à  droite  lorsqu'on  se  meut  dans  le  sens  ^oo.  Le  bord 
opposé  sera  nommé  négatif. 

Soient  V^  et  F_  les  valeurs  de  V  sur  les  deux 
bords  de  L  en  un  même  point  géométrique  B  (fig.  6). 


I 


Fig.  6. 

La  formule  (2)  nous  donne 


y^-y--f'^ 


ds 
un 

C 

C  désignant  un  contour  simple  fermé  quelconque  qui  part 
de  jB,  entoure  le  contour  C  et  revient  dans  5,  allant  du 
bord  négatif  de  L  au  bord  positif. 

On  vérifie  aisément  que  cette  intégrale  ne  dépend  ni 
de  la  position  de  B  sur  L  ni  de  la  forme  du  contour  G\ 
On  aura  donc  sur  toute  la  coupure 

(4)  V^-V.^A 
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A  désignant  une  constante  définie  par  la  formule 

("  c 

Si  à  présent  on  supprime  la  coupure,  alors  dans  le  domai- 
ne non  découpé  S,  la  fonction  V(.r,  y)  sera  multiforme;  à 
savoir,  chaque  fois  que  le  point  (,r,  y)  décrira  dans  le  sens 
direct  un  contour  enveloppant  C,  la  fonction  F(x,  y)  sera 
accrue  d'une  quantité  constante  A. 
On  en  déduit  que  la  fonction 

'S,  {^')  =  U -^  iV 

aussi  sera  multiforme,  de  sorte  qu'un  tour  complet  du 
point  z  autour  de  C  la  fait  -accroître  d'une  quantité  con- 
stante purement  imaginaire  Ai. 

Soit  ~~o  un  point  quelconque  situé  à  l'intérieur  de  G 
(et,   par  conséquent,  à    l'e  x  t  é  r  i  e  u  r   de   S).  La  fonction 

sera  alors  uniforme  dans   S. 
On  aura  donc 

OÙ  ?,(^)  désigne  une  fonction  holomorphe  dans  S,  sauf, 
peut-être,   au  point  à  l'infini. 

9.  Développements  dans  le  domaine  du  point  à 
l'infini. — il  ne  sera  pas  inutile  de  rappeler  ici  les  dévelop- 
pements connus  des  fonctions  harmoniques  dans  le  domaine 
du  point  à  l'infini. 

Soit  U  une  fonction  satisfaisante  aux  conditions  du 
»•  précédent. 
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Soit  de  plus  F  un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine 
et  renfermant  tout  le  contour   C  à  l'intérieur.  m 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  r  et  S  les  coordonnées  " 
polaires  du  point  (rc,  y),   on  aura  le  développement  suivant: 

+  œ 
(A)  U=k]gr-hy  r*'(o„co8n6  -4-&„sinn6), 

n=-oo 

k  et  les  a„,  b^  désignant  les  constantes  réelles.  Cette  série 
converge  uniformément  dans  tout  domaine  fini,  extérieur 
à  r  *).  La  fonction  F,  conjuguée  avec  U,  sera  donnée 
par  la   série 

{B)  F=  é6h-V  r«(o„8in  n0  — 6^co8  n6)-t-(7, 

n=  — 00 

C  désignant  une  constante  réelle  arbitraire. 
Enfin,   la  fonction 

aura  le  développement 

-K» 
nrs-OO 

En  particulier,  quand  la  fonction  U  est  harmonique 
partout  dans  S  on  devra  poser  dans  les  développements 
précédents  k  =  o  et  supprimer  tous  les  termes  avec  des 
puissances  négatives  de  r  ou  de  z. 

Remarquons  en  passant  que  ces  formules  donnent  un 
moyen  nouveau  pour  établir  les  résultats  des  nn*  précé- 
dents. 


•)  ef.  Osgood,  l.c^  p.  660. 
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En  particulier,   on  aura  d'après  la  formule  (/>') 

F^—  V_  ^2- le. 

La  comparaison  avec  la  formule  (4)  donne 

10.  Notations. — D'une  faron  générale,  pour  exprimer 
le  fait  ([ue  a  est  la  partie  réelle  de  h  on  emploie  d'après 
Weierstrass    la  notation 

D'après  cette  notation  on  aura  donc 

Or,  pour  la  suite  il  sera  beaucoup  plus  commode  de 
se  servir  d'une  autre  notation. 

Désignons  par  T(~)  l'expression  conjuguée  avec  ?(^') 
de  sorte  que  si 

rp{s)=U-hiV 

on  aura  par    définition 

Cela  posé,  nous  pourrons  écrire 

(7)  2U='^(3)-^J(7). 

La  recherche  de  la  fonction  U  satisfaisante  à  telle  ou 
telle  condition  est  entièrement  éfiuivalante  à  la  recherche 
de  rpU). 

Remar(|ue.  La  fonction  ^(T)  peut  être  considérée 
comme  une  fonction  de  la  variable  complexe 

<8)  "c  =«  — »y. 
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Cette  fonction  sera  holomorphe  partout  où  -^U)  l'est 
aussi. 

On  s'assure  aisément  que  la  fonction  T(^)  peut  être 
soumise  aux  mêmes  opérations  de  différentiation  et  d'inté- 
i^ration  ({u'une  fonction  ordinaire  de  la  variable  complexe  ~~. 

On  aura  p.   ex. 

dJi7)     -, 

-—=-  =  <p  (  ~  ), 
a  c 

i'C^)  désignant  la  fonction  conju.iïuée  avec-^'(^). 

Si  -^U')  est  une  fonction  rationnelle  ou  une  série  des 
puissances  de  ^~,  il  suffit  pour  obtenir  T(^)  de  remplacer 
dans  '^{■ï)  la  variable  ^  par  la  variable  7  et  les  coefficients 
par  les  quantités  conjuguées. 

Dans  ce  cas  nous  nous  servirons  encore  d'une  autre 
notation: 

qui    désigne    une    fonction    obtenue    de  '^(^)    en  remplaçant 
les  coefficients  par  les  quantités  conjuguées. 

Il  est  clair  que  lorsque  --p  U)  est  une  série  des  puis- 
sances entières  de  z,  les  cercles  de  convergence  des  déve- 
loppements pour  'p(^),   V  (^),  V(*)  sont  les  mêmes. 

II.-FROBLÈME  FONDAMENTAL  POUR  L'AIRE  CIRCULAIRE. 

On  sait  que  le  problème  fondamental  de  la  théorie  du 
potentiel  logarithmique  consiste  à  déterminer  une  fonction 
harmonique  dans  un  certain  domaine  S,  étant  données  les 
valeurs  q'une  certaine  combinaison  linéaire  de  la  fonction 
à  déterminer  elle-même  et  de  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  prend  le  long  du  contour   C  de  S]  les  pro- 
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blêmes  classiques  de  D  i  r  i  c  h  1  e  t  et  de  C.  N  e  u  m  a  n  n 
ne  sont  que  des  cas  très  particuliers  de  ce  problème  gé- 
néral. 

Mais  si  les  méthodes  que  possède  aujourd'hui  l'ana- 
lyse pour  résoudre  les  problèmes  particuliers  mentionnés 
ne  laissent  rien  à  désirer,  ra  ne  peut  se  dire  à  l'égard  du 
problème  général.  Dans  la  plupart  des  cas  on  ne  peut  mê- 
me affirmer  d'avance  s'il  existe  une  solution  ou  non.  La 
théorie  des  équations  intégrales  ne  donne  que  des  métho- 
des purement  théoriques,  presque  impossibles  à  applique!- 
pratiquement. 

Il  est  donc  désirable  d'avoir  des  méthodes  qui  per- 
mettent de  résoudre  le  problème  en  question  dans  les  cas 
particuliers  au  moins.  Une  de  ces  méthodes  est  celle  que 
nous  allons  exposer  dans  les  deux  sections  suivantes.  Elle 
s'applique  à  une  catégorie  assez  générale  des  cas,  qui 
comprend  commes  des  cas  très  particuliers  les  problèmes 
de  D  i  r  e  c  h  1  e  t  et  de  N  e  u  m  a  n  n. 

Nous  verrons  plus  bas  que  le  problème  en  question 
peut  être  réduit  à  un  problème  pour  une  aire  circulaire, 
posé  dans  le  n^  qui  suit. 

11.  Le  problème  fondamental  pour  l'aire  circulaire. -- 
Il  s'agit  du  problème  suivant: 

Déterminer  une  fonction -j(:;)  d'une  variable 
complexe  ^,  holomorphe  à  l'intérieur  d'une  cir- 
conférence Yi  satisfaisant  sur  le  contour  y 
à  la  condition 

(9)  (a  -f-  ib)  .4(;')  '/(;')+ (a  -  ih)  Ml)  ?'  (V) 

-4-c{'^(;')^7iT)}  =  2/Yf>) 
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OÙ  a,  h,    c,    /*,    sont    les  fonctions    finies    réelles 
de  l'a  r  c  ^^  cl  e  y,   A  {^) — u  ne  fonction  donnée  de  la  ■ 
variable  complexe    :;,   holomorplie    à  l'intérieur 
de  Y  et  continue  sur  y- 

v'  désigne  un  point  variable  sur  y,  '^'  (Ç)  la  dérivée 
^y! .  De  plus,  les  expressions  -^C^),  9'(^'),  ^(T')»  ^tc.  dé- 
signent les  limites  vers  lesquelles  tendent  respectivement 
les  fonctions  -^(Q,  --p'(D,  r(b),  etc.,  lorsque  :;  tend  vers  le 
point  7  de  la  circonférence  y  en  restant  toujours  à  l'inté- 
rieur de  y.  L'énoncé  même  du  problème  exige  donc  l'exis- 
tence de  ces  limites.  Nous  nous  bornerons  dans  ce  qui  va 
suivre    à  la    recherche    de    telles    solutions    cp  (;)  qui  sont 

continues  ainsi  que  leurs  dérivées  j^  sur  le  contour  y  lui- 
même  *). 

Ce  sont  les  fonctions  ^4,  a,  b,  c,  qui  sont  caracté- 
ristiques pour  une  telle  ou  telle  classe  de  problèmes  de  la 
physique  mathématique.  La  méthode  que  nous  allons  exposer 
s'applique  aux  cas  où  les  fonctions  de  l'arc  a,  h,  c  sont 
en  même  temps  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées 
;',   f]'  des  points  du  contour  y. 

12.  Transformation    de    la   condition    aux   limites.— 

Supposons  donc  j^mq  les  fonctions  données  a,  h^  c  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  ç',  r/,  ne  devenant  pas  infinies 
sur  y. 

Si  l'on  remarque  que 


*)  Sans  rien  modifier  dans  les  résultats,  on  pourrait  se  placer  dans 
les  conditions  beaucoup  plus  générales.  C'est  seulement  pour  simplifier 
les  raisonnements  que  nous  introduisons  cette  restriction;  voir  l'utro- 
duction. 
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;  = .  'Z  =  — -. — . 


on  peut  écrire 


a  -l,-th  = — :.--     ,      a  —  1 0  =:   _L =: 


c  = 


où,  (l'une  façon  générale,  0(a?,.?/),  W(a;,  y),  etc.,  désignent 
des  polynômes  en  .r, //  et  û>(.r,  ^)  — les  polynômes,  qu'on 
obtient  en  remplaçant  les  coefficients  des  O  par  des  quan- 
tités conjuguées. 

c  étant  une  quantité  réelle,  on  peut  évidemment  sup- 
posser,  que  ^*(;',ç'>,  ^',(;',C')  sont  aussi  réelles  pour  tout 
point  ^'  de  y- 

Multiplions  les  deux  parties  de  (9)  par  la  quantité 
réelle 

Alors  la  condition  (9)  prendra  la  forme 

(•0)       PA'-'X)  ^4(0'-?'(0-H/'.(r,  1')aC<)7(V) 

-4-^,(;',r){cp(c')-hV(r)}=^A(^), 

P,,  R,  désignant  des  polynômes  et  f^  (9-)  une  fonction  ré- 
elle donnée  de  l'arc  ^  de  y* 

Sans  restreindre  la  généralité  on  peut  toujours  sup- 
poser que  le  rayon  de  y  est  égal  à  un  et  qu'elle  a  pour 
centre  l'origine. 

Cela  étant,   on  aura  pour  les  points  du  contour 
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et  la  condition  (lo)  prend  la  forme 

-+-7?(:')('-p(::')-4-T(^)]=2^.(^) 

où  PC^),   çr;;,   Ttç^)  désignent    les  fonctions  rationnelles  de 
la  forme 

*i'  étant  un   polynôme. 

11  reste  à  expliquer  la  siî^nification   des  symboles 


(—]  ,    -p  (i)  ,  9 '(4-1  1 


qui  figurent  dans  la  formule  (n). 

D'après  notre  convention  du  ^«"10  le  symbole 

A(X) 

désigne  une  fonction  de  ^  qu'on  obtient  de  la  fonction  AC^) 
en  remplaçant  les  coefficients  du  développement  de  cette 
dernière  fonction  suivant  les  puissances  de  !^  par  les  quan- 
tités conjuguées.  AC^)  étant  holomorphe  à  l'intérieur  de  Yi 
il  en  sera  de  même  de  ^TQ  et,   par  suite,   la  fonction 

sera  holomorphe  a  l'extérieur  de  y.  C'est  la  limite 
vers    laquelle    tend   ^(^)  lorsque  '^  tend  vers  le  point  ^'  du 

contour  y>   qu'on  a  désigné   paryi(4). 

Cette  limite  existe  toujours,  car  d'après  nos  hypo- 
thèses il  existe  la  limite  que  nous  avons  désignée  par  1(1') 
et  il  est  clair  qu'on  aura  "~ 
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Les      significations     des     symboles    '^(-.tI  ,  ?  (rr)  sont 

parfaitement  analogues  à  la  précédente. 

Rappelons-nous  à  présent  le  théorème  du  w»3.  D'après 
«e  théorème,  la  condition  (n)  est  entièrement  équivalante 
à  la  suivante 

V 

r 
Z,  désignant    un    point    arbitraire,    situé     à     l'i  n  t  é- 
rieur  de  y- 

13.  Équation  différentielle  pour  .pQ.— Nous  avons 
imposé  à  la  fonction  -jÇ)  ainsi  qu'à  sa  dérivée  '^'(0  la 
condition  de  tendre  uniformément  vers  des  limites  détermi- 
nées cp(;')  et  '/(^'),  lorsque  le  point  ^  restant  à  l'intérieur 
de  Y  tend  vers  !;'. 

D'après  cette  condition,   les  fonctions 

tendront  aussi  uniformément  vers  leurs  limites 

quand  "Ç,  tend  vers  ^'  en  restant  extérieur  à  y. 

Cela  étant,  l'intégrale  du  pn^raier  membre  de  1& 
formule  (12)  peut  être  calculée  aisément. 

Considérons,  en  effet,   d'abord  l'intégrale 
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(.3)  S^/«(")'^«')f^j. 

Y 

La  fonction  /?(l^)cp(0  est,  d'après  nos  hypothèses, 
holomorphe  à  l'intérieur  de  y,  sauf  au  point  0,  où  cette 
fonction  peut  admettre  un  pôle  qui  provient  du  pôle  de  la 
fonction  rationnelle   Ji  (0- 

On  peut  donc  écrire 


dm        "m-i  «« 


«(0?Q=ç«-^^:^^-..  + Infonet,  holom. 

où  m  désigne  l'ordre  du  pôle  de  la  fonction  R  Q  et  les 
coefficients  a,,  a,,  ...  ,a„  sont  des  combinaisons  linéaires 
faciles  à  former  des  premiers  m  coefficients  (pas  encore 
connus)  du  développement  de  -^(Q  en.  série    des  puissances 

de;;*). 

Cela    étant,    la    première    formule  du  w«4  nous  donne 
immédiatement 

(M)       -^;  fjî(O^^(O^r  =  RO^H0~p- "•-%'■ 

T 

Passons  à  présent  à  l'intégrale 

T 

*)  Soient  en  effet 


Jî(0  = 


et 

A»,...Att  désignant  des  nombres  connus;  on  aura 
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lia  fonction 

■o 

est,  d'après  nos  hypothèses,  liolomorphe  partout  à  l'exté- 
rieur de  Y,  sauf  au  point  Z,=  co,  où  elle  pçut  avoir  un  pôle, 
dont  l'ordre  ne  surpasse  pas  l'ordre  fi  du  pôle  s  =  <»  de 
la  fonction  rationnelle  a  (^). 

Pour  les  points  extérieurs  à  y  on  aura  donc 

R(:  )7(  !)  =  &„:;" +  6  „_.;«->  +  . ..-+-&,;  +  6o  +  ^^  +  ... 

ou  ^,,  ùi,...,b„  sont  des  combinaisons  linéaires  des  «h-i 
premiers  coefficients  du  développement  de  V(0  en  série  des 
puissances  de  ^. 

L'application  de  la  seconde  formule  du  «"4  donne  im- 
médiatement 


<'^)    àf^^>^{?)é^ 


j- —  "n  *,     -*-'^n-i'^  -t-...-1-Wo' 

ï 

Les  intégrales  des  termes  restants  se  calculent 
d'une  manière  parfaitement  analogue  et  on  obtient  défini- 
tivement le  résultat  suivant: 

(17)     PO^Q-yO^JiO^O^^i  r^^\— +^M0. 

Y 

<I>(:^)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  la  forme 
W         'i>Q  =  ~-^-ç::'/^...-^c,-+-c.;^...-4-c„;-, 

m  et  H  ne  surpassant  pas    le  plus  grand  des  ordres  *)  des 
fonctions  rationelles  p(0,   <2Q,   J^Q. 

*)  Par  l'ordre  d'une  fonction  rationnelle  on  entend  le  plus  grand 
des  désrrOs  du  numérateur  et  du  dénominateur. 
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Les  coeiiicients  <■  sont  formés  de  la  manière  suivante: 
Si  l'on  représente    le    développement    de  v'(s)    sous  la 
forme 

(19)         '-? (^.)  =  a, -^ i}t  -^(a. -+- i%) ;  -+-(a, ^t^j ;* -H . ..  , 

alors  les  coefficients  r.n,  .--Cm  dans  (18)  seront  des  com- 
binaisons linéaires  (à  coefficients  connus)  des  quantités 

\^^)  *9»    po«    *u    rn    *ïi    ru  •••  »    ^ii    rt  1 

A;  ne    surpassant    pas   i>-M,    si    par  i)    on  désigne  le  plus 
grand  des  ordres  des  fonctions  2V^),   <?(;),    R(;); 
Si  l'on  pose  pour  abréger 

V 

la  formule  (17)  prend  la  forme 

(17*)  PQ-iO  -j'Q  +  TîQ  'jQ  =  FQ. 

C'est  une    équation    différentielle    linéaire    du  premier 
ordre  pour  la  fonction  inconnue  -^("O- 

Si  l'on  intègre  cette  équation,   il  vient 

^  '  ~  1^  p(z)Ar^)  I    P(ç ).!(;) 

C  désignant  une  constante  encore  indéterminée  et  !;, 
— un  point  arbitraire,  situé  à  l'intérieur  de  y  et  différent 
des  pôles  des  fonctions  à  intégrer. 
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Notre  formule  contient  linéairement  un  certain 
nombre  de  constantes,   à  savoir: 

(|u'il   s'aj^it   (le  déterminer. 

14.  Détermination  des  constantes. -Pour  que  l'expres- 
sion (22)  donne  effectivement  une  solution  de  notre  pro- 
blème il  est  nécessaire  en  premier  lieu  qu'elle  soit  lio- 
lomorphe  à  l'intérieur  de  y-  Or,  les  seules  singularités  de 
cette  expression  pouvant  provenir  des  pôles  des  fonctions 
à  intégrer,  il  suffit  pour  satisfaire  à  la  condition  en  ques- 
tion  d'exprimer  que  l'expression  (22)  reste  finie  et  uniforme 
dans  le  domaine  de  chacun  des  pôles  de  la  fonction 


situés  à  l'intérieur  de  y,  et  en  outre  — dans  le  domaine  du 
point  ^  =  0,   qui  peut  être  le  pôle  de  la  fonction  E(0- 

On  obtiendra  de  la  sorte  un  certain  nombre  de  rela- 
tions auxquelles  doivent  satisfaire  les  constantes  inconnues 
(voir  y/ 15). 

En  second  lieu  ii  est  nécessaire  que  les  Je -h  y  pre- 
miers coefficients  du  développement  de  9(0  soient  effecti- 
vement égaux  respectivement  aux  quantités 

(23)  ao-^-»|3o,    5c.^i|i.,  ...,    a*-t-»?». 

Pour  exprimer  cette  dernière  condition  il  suffit  de  dé- 
velopper l'expression  (22)  suivant  les  puissances  de  t;  et 
d'égaler  les  coefficients  de  ^»,  Z,,  ^%...,  ^*  respectivement 
aux  quantités  (23). 

Cela  donne  encore  un  système  de  relations  pour  les 
constantes  inconnues  (23). 
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Il  reste  eucore  à  assurer  la  continuité  des  fonctions 
^(Z,)  et  -y  C^)  sur  le  contonr  y  lui-même  — condition  que 
nous  avons  imposée  à  ces  fonctions  au  commencement 
(y/'ll). 

Or,  il  suffit  pour  cela  de  supposer  que  le  produit 
AiQPC^)  ne  s'annule  pas  sur  y  et  que  la  fonction  f(^) 
est  continue  avec  sa  dérivée  sur  cette  circonférence. 

En  effet,  dans  ce  cas  la  fonction  A(^)  sera  aussi  con- 
tinue avec  sa  dérivée  sur  y.  Donc,  d'après  le  théorème  du 
^•1,  la  fonction  F(Z,),  définie  par  (21),  sera  conitnue  sur  la 
circonférence  elle-même  et,  par  suite,  il  en  sera  de  même 
de  la  fonction  cp(Q  définie  par  la  formule  (22). 

Cela  étant,  la  formule  C17*)  nous  montre  qu'il  en  sera 
de  même  de  la   dérivée  -/ (Q. 

Nous  supposerons  que  la  continuité  de  cp  (Q  et  de  sa 
dérivée  -/ CÇ,)  sur  la  circonférence  est  assurée;  les  condi- 
tions suffisantes  pour  cela  ont  été  données  il  y  a  un 
instant. 

Cela  étant,  si  les  constantes  (23)  sont  choisies  de  la 
manière  indiquée,  la  fonction  cp(0  satisfait  évidemment  aux 
conditions  du  problème. 

15.  Suite. —Quant  à  la  formation  effective  des  rela- 
tions pour  déterminer  les  constantes  (23),  nous  nous  bor- 
nons à  examiner  le  cas  le  plus  simple,  lorsque  tous  les 
pôles  de  la  fonction 

situés  à  l'intérieur  de  y»   sont  simples. 

Soit  a  l'un  de  ces  pôles,  a— le   résidu    correspondant. 


Ji.  —Aire  circulaire.  a 

Il  est  évident  que  dans  le  voisinage    de  a  on    aura  le  dé- 
Teloppement 


J^o 


p.g^j-v  =  alg(^-«)-^fonct.    holom. 

\9« 


Jç. 


et  par  suite 

^C^  —  a)  désignant,  d'une  façon  générale,  une  série  entière, 
ne  s'aniiulant  pas  pour  Z,  =  a. 

La  substitution  dans  la  formule  (22)  nous  donne 

?(.)  =  (,--)        %(.-a^^G-^  _______ . 

Si  l'on  développe  l'intégrale  précédente,   on  obtiendra 
la  série  de  la  forme  *) 

cpQ  =  (;-a)-='5ïJ.(;-«){C+C'+C_,(--a)»-'-^... 

OÙ  C  et  les  Cl  sont  des  combinaisons  linéaires  des  con- 
stantes c_„,  ...  ,  Cp,  figurant  dans  la  fonction  F(;)  (form.  (18)) 
et,  par  suite,  des  constantes  a,,  ^.,  ...  ,  at,  ,3t  (form.  (20));  / 
désigne  un  nombre  entier  non  négatif,  moindre  que  l'ordre 
du  pôle  a  de  la  fonction 

De  plus,   lorsque  a  est  un  entier,    il    peut    apparaître 
aussi  un  terme  logarithmique 


*)  On  simplifiera  beaucoup  les  calculs  en  se  servant  de  la  formule 
d'intégration  par  parties;  voyez  l'exemple  du  n«17. 
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dont  le  coefficient    C"  est  également  linéaire  en  «„,  ...,p>. 

Si  l'on  égale  à  zéro  toutes  les  quantités  C_j,  ...  ,  C_i, 
le  coeffiicient  du  terme  logarithmique  et  enfin,  lorsque  a 
n'est  pas  un  entier  négatif,  la  quantité  (7 h- 6",  on  obtien- 
dra un  système  des  équations  linéaires  auxquelles  doi- 
yent  satisfaire  les  constantes   C\  a^,  po,  ••••i**,  P»- 

ProcéduTit  ainsi  avec  tous  les  pôles  de  la  fonction 


et  avec  le  point  ^  =  o,  nous  obtiendrons  un  système  des 
équations  linéaires  à  coefficients  constants  connus,  et 
notre  problème  se  réduit  à  résoudre  ce  système  algébrique 
élémentaire. 

Si  ce  système  a  une  seule  ou  une  infinité  de  solu- 
tions ou,  enfin,  s'il  est  incompatible,  le  problème  posé 
aura  respectivement  une  seule  ou  une  infinité  de  solutions» 
ou  sera  impossible. 

16.  Remarque.  — La  méthode  précédente  s'applique 
presque  sans  modifications  au  cas  où  au  lieu  de  l'exspression 
(9)  on  donne  sur  le  contour  C  une  expression  pareille, 
contenant  linéairement  les  dérivées  de  ?(0  jusqu'à  l'ordre 
quelconque;  le  problème  se  réduit  à  l'examen  (au  point  de 
vue  de  la  théorie  de  F  u  c  h  sj  d'une  certaine  équation  dif- 
férentielle linéaire  qu'on  obtient  d'une  façon  parfaitement 
analogue  à  celle  par  laquelle  l'équation  (17)  a  été  obtenue. 

17.  Exemple:  Problème  mixte  de  la  théorie  du  poten- 
tiel logarithmique  pour  l'aire  circulaire.— Examinons  à  titre 
d'un  exemple  simple  le  problème  suivant: 


21—27)  11.- Aire  circuluire.  iV 

Déterminer  une  fonction  U{.r,y),  harmoni- 
que à  l'intérieur  d'une  circonférence  y  (de  ray- 
on U7i),   par  la  condition: 

(24)  kU+î'^J^^n^)    {sur    y), 

k  et  l  désii:^nant  des  constantes  données  et  ;?  — la  direction 
de  la  normale,  extérieure  à  y- 

Pour  A-=i,  1=0,  nous  serons  réduits  au  problème  de 
Dirichlet  et  pour  ^  =  o,  ï=i — au  problème  de  G.  Neu- 
mann. 

Posons  (cf.   7i*\0) 

(25)  2U=  r(^)^Ja)  . 

Nous  savons  que  rpÇ^)  contient  une  constante  additive 
purement  imaginaire  dont  on  peut  disposer  à  volonté. 

On  peut  donc,  pour  fixer  les  idées,  supposer  cette 
constante  choisie  de  telle  façon  que  la  valeur  de  cp(0  est 
réelle  pour  ^  =  o: 

(26)  ?(o)  =  ao  , 

«0  désignant  une  constante  réelle,  inconnue  pour  le  mo- 
ment. Exprimons  maintenant  la  condition  (20  à  l'aide  de  la 
fonction  <p(Q. 

Remarquons  à  cet  effet  que  si  la  direction  de  l'accrois- 
sement d"^  se  confond  avec  la  direction  de  la  normale 
//,   on  aura 


d'où 

il 

vient 

(27) 

d 

du 

»c'» 

d  _ 
dZ~ 

=  e- 

.<» 

d 

Oii 

1  aura 

donc 

le 

long 

de 

r: 
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(UJ 
(In 


(27*)  2  7-  =  e'V(0+«-'^^'(^')   . 


Or,  le  point  Ç'  étant  situé  sur  y»  on  aura 
et  la  condition  (2^)  prend  la  forme 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  ^-z_-r 

et  intégrons  le  long  de  y-   Nous  obtiendrons^  presque   sans 
calculs*) 

(28)  l  Çcp'  O  +  i  '^  (0  +  A:  a.  =  ^jy"^"-' 


ï 


OÙ 

a,  =  cp  (o) 


*)  En  effet,  si  l'on  écrit  le  développement  de  la   fonction   incon- 
nue <?  (Ç)  sous  la  forme 

'-?  (s)  =  a.  ^  (a,  -F  i  p.)  Ç  -+-  (a,  -h  »  p  J  ;;>  -h  . . .  , 
on  aura 

I  — '/l\       a,— i3,       2  (a, — i3,) 


I^(t) 


et  d'après  la  seconde  formule  du  «"4  il  vient 

1  — ,/  I  \  (K' 


27re^ 
Y 

Le  développement   de   la  fonction   t'(y)    commençant    par    le    terme 
constant  «„  la  même  formule  du  m''4  nous  donne 


;Fi/^(,^k'^=**- 
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est  un  nombre  réel.   Pour  le  déterminer,    posons    dans    la 
formule  précédente  ^  =  <»,   ce  qui  donne 


2  k  a^ 

Y 


Substituons  cette  valeur  dans  (28);  il  vient  *) 

(29)  *s'/Qh-^?Q  =  ^  r[/zrç--fl< 

Y 

-  utjJ   ^  ç' -  i  V  • 

"  Y 

Posons  pour  abréger  l'écriture 

(30)  ^'^^-^-'J    ^^^'^'" 

Y 

et  supposons  dabord  que  /^o. 

L'intégration  de  l'équation  (29)  nous  donne 

où  (7  est  une  constante,   ^o-un  point  arbitraire  à  l'intérieur 
de  Y  et 


*)  L'équation  différentielle  (29">  a  été  obtenue  déjà  par  M.  Boygio, 
lar  une  voie  différente.  Mais  M,  Boggio  se  borne  à   ce   cas  seulement 

où    '   >  0.    Cf.    T.  Boggio,   Sulle    funzioni  di    variabile    coraplessa    in 

un'area  circolare  (Atti  délia  R.  Ace.  délie  Scienze    di   Torino,    Vol.  47 
1911/12),  pp.  22-37). 
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Il  faut  distinguer  trois  cas: 

I^  — Lorsque    m    est    positif,     on    pent     poser 
so='',  et  alors  il  faut  poser  également 

(7  =  0, 

car  autrement  la  fonction  -^  C^j  ne  sera  pas  finie  pour  ^  =^  ». 
On  aura  donc 


(33) 


'jQ  =)?-'"  j\"'-'i'Od'; 


et  il  est  aisé  de  vérifier  directement  que  c'est  effectivement 
une  solution  de  notre  problème. 

2". — Lorsque  m  est  négatif,   mais    n'est  pas    un 
entier,  posons 

«  =  [  —  ta]  -+-  I 

[ — m]  désignant  la  partie  entière  de  ( — m). 

Cela  posé,  l'intégration  par  parties  donne 


tJ  ■aO 

/      m{m+i)...(m-hn  —  i)  * 

ty  o 


(34) 

(— ir-'i;"'+"-'i'("-'HC) 

m  (m+i)  ...(m  +  n—i) 


i-iy 


Ct  désignant  une  constante. 

La  substitution    de    cette    expression    dans    (3ï)    nous 
montre  aisément  que  l'on  doit  poser 

afin  que  -pC^)    soit    holomorphe    pour    '~  =  o.    Nous    aurons 
donc  finalement 
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3». — Enfin,   lorsque  w  est  un  entier  négatif 
>  w    0,   posons 

Tntéi^rant  comme    tout  à  l'heure  par    parties,    nous  serons 
ammenés  à  l'intégrale 

^        '     L    m(m+i)..,r»»4-»-i)       h\I       ^      '        ^i^^»"»  • 

Or,   si  F(">Co)4=°»   cette  intégrale  donne  un    terme  lo- 
i^arithmique.   Donc,  la  condition 

est  nécessaire  po  ur  l'exis  tence  d'une  solution. 
Lorsque  cette  condition  est    vérifiée,     la    solution    du 
problème  en  question  sera  donnée  par  la  formule 

<3/)  f(s)--7|C,    -4--    ^^-    -f--^^-^+...H -j 

r/restantarbitraire. 

On  peut  donner  à  la    condition    (36)    une    forme    très 
simple.   On  a  en  effet 

^'"'     2U/J  [;'-;     ;'J^^  '^      ^^^-^^rjj  (!;'-Ç)-+'  * 
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Y 

Si  l'on  sépare  les  parties  réelles  et   imaginaires,  on  obtien- 
dra au  lieu  de  (36): 

r2-  rzr. 

(36*)  /        /'(^)co3«0'(Z9--=     /        /•(^)sin  »Ô-da-  =  o  . 

^  '  o  Jo 

Ainsi,   excepté  le  cas  où  ni  est  un  entier  non  positif, 
le  problème  posé  admet  une  et  une  seule  solution. 
Au  contraire,   lorsque 


m  =  —  n 


n  désignant  un  entier  positif  ou  0,  les  relations  (36*)  pré- 
sentent une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'exis- 
tence des  solutions.  Cette  condition  une  fois  vérifiée,  le 
problème  admet  une  infinité  de  solutions. 

Dans  ce  cas  (w-entier  non  positif),   le    problème    ho- 
mogène, qui  correspond  à  la  condition 

(38)  ft£r-+.i^=o  (s«r    Y), 

admet  des  solutions  non  nulles.  Ces  solutions  sont  données 
par  la  formule  (37),  ou  l'on  doit  faire  /(ô-j^o  ou  bien 
■F(Q  =  o.   On  obtiendra  de  cette  manière 

(39)  ?(;)=-)  C-  ;»»=  -  i-  {A  +  iB)  p«  «"<»  , 

OÙ  Ion  a  posé 

G=A^lB^     ;  =  pe«». 

Il  s'en  suit  que 

Uz=  gfî  'j  (^)  =  —  y{  ^  p*'  cos  n^  —  i^p»«  ain  w*)  . 
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Ainsi  le  problème  homogène  admet,  pour  w>o,  deux 
solutions  linéairtMuent  indépendantes 

(40)  (7,  =  p"  cos  n\>,    17,  =  p*  ain  nô". 

Lorsque  n  =  •,   il  n'existe  qu'une  solution  indépendante 

La  solution  la  plus  générale  du  problème  non  ho- 
mogène s'obtient  en  ajoutant  à  une  solution  particulière 
quelconque  de  ce  problème  une  combinaison  linéaire  des 
solutions  précédentes. 

18.  Problème  de  Neumann  pour  un  cercle.  — Si  l'on 
pose 

A  =  0,    l  =  \ 

et,   par  suite, 

»•  ^  o, 

la  condition  aux  limites  prend  la  forme 

et  les  conditions  (36*)  se  réduisent  à  une  seule 

(42)  /         f{^)d^  =  o. 

cp(^j  sera  donnée  par  la  formule 

r 
Il  est  aisé  de  transformer  cette  formule  en  intégrant^sous 
le  signe  de  l'intégrale  étendue  à  y-    En   efifet,   si  l'on  tient 
compte  de  la  condition  (42),   le  calcul  simple  donne 
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(43*)  :pO  =  C,-^-.  /    ^ljr(r-0'ç^'=C.-^    r^'f^ëi.^'-Qd^, 

C,  désiiîiiant  une  constante  nouvelle  *). 

Or,  pour  les  applications,  il  est  souvent  beaucoup 
plus  commode  d'opérer  avec  notre  formule  (43). 

19.  Problème  de  Dirichlet  pour  un  cercle.  — Nous 
avons  laissé  de  côté  le  cas  où  /  =  «,  auquel  correspond  la 
condition  de  la  forme 

(44)  U  =/•(%•)  (sur    Y). 

C'est  le  problème  bien  connu  de  Dirichlet.  Si  Ton 
pose  A'=i,  /  =  o  dans  la  formule  (29),  on  obtiendra  immédi- 
atement  **) 

(40)  '^^^)  =  ^^ij   ^^=r^Y- 

Y 

Remarquons  en  passant  que  la  formule  bien  connue  de 
Poisson     se    déduit  très  simplement  de  cette  formule. 

Désignons,  en  effet,  par  p  et  'h  les  coordonnées  po- 
laires du  point  Z„   de  sorte  qu'on  aura 


X2- 
f\g  (Z,'  —  ^)  dO-  est  aussi  don- 
née par  M.  Bof/f/io,  Le;    de    cette   formule    on    déduit    la   formule    de 
U.  Ditii 


U 


=-;X"S'>s-'»- 


Cf.  Jfhii,  Annali  di  Matematica,  S.  II,  t.  V,  1871/3. 
**)  La  formule  (45)  est  due  à  Schuar::;  cf.  Crelles  Journal,  Bd.  74, 
1872,  pp.   218— 25:^. 
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La  formule  (45)  donne  alors 

Jo 


d'où 


Signalons  encore  la  formule  connue  qui  donne  la  fonc- 
tion F,  conjui^uée  avec  U  et  qu'on  peut  déduire  de  la  for- 
mule (46): 


(46**)  F  = 


_  I    r^"2/'(»)psiD(»— :>jrf9- 

271     /  I— 2pCOS(0-— ■4')  +  p' 

t^    o 


20.  Remarques  sur  le  calcul  des  intégrales 
figurant  dans  les  formules  obtenues. -La  formule  (43) 
qui  donne  la  solution  du  problème  de  Neumann  et  la  for- 
mule (40)  pour  le  problème  de  Diricblet  présentent  quelquefois 
des  avantages  considérables  en  comparaison  avec  les  for- 
mules ordinaires.  De  même,  il  est  parfois  beaucoup  plus 
commode  d'appliquer  les  formules  (33),  (35),  (37)1  telles 
qu'elles  sont  écrites  et  de  séparer  les  parties  réelles 
et  imaginaires,   seulement  après  l'évaluation  des  intégrales. 

Lorsque,  p.  ex.,  fi^)  est  une  série  trigonométrique 
finie: 

alors  avec  l'aide  des  formules 
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cos  kd-  =  '  (e»*»  -f-e-<*»)  =  -(C'*  -h  Jr) 
8in  k^  =   '.(e«**  -  e-*»)  =   -^r'*  -    '-) 

on  peut  donner  à  f  la  forme 

Si  l'on  remplace  f{^)  par  cette  expression  dans  la 
formule  (3^0,  on  obtiendra  l'intégrale  qui  se  calcule  immé- 
diatement d'après  les  formules  du  ^«4,  et  donne  pour  F(Ç) 
une  fonction  rationnelle. 

D'une  façon  plus  générale,  si /(^)  peut  être  représentée 
sous  la  forme  d'une  fonction  rationnelle  <I>(Ç')  de  Ç',  l'intég- 
rale 


-<0  =  3V./*«')^^-,^ 


se  calcule  aisément  au  moyen  des  formules  du  ^«4,  car  la 
fonction  rationnelle  de  Xl 

peut  être  toujours  représentée  comme  une  somme  de  deux 
fonctions  rationnelles,  dont  chacune  satisfait  à  l'une  des 
conditions  du  «"4.  On  obtient  de  la  sorte  pour  jP(Q  une 
fonction  rationnelle  et  le  problème  sera  résolu  au 
moyen  des  fonctions  élémentaires. 

Beaucoup  d'autres    cas    présentent  des    simplifications 
analogues. 


'O' 


21.  Exemple. — A    titre    d'un  exemple  simple   considé- 
rons le  problème  suivant: 

Déterminer  une  fonction   Z7,  holomorphe    à   l'intérieur 
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du  cercle  y,   sauf  au  point  a,   où  cette  fonction  se  comporte 
comme  Algl;^  — ^l;   sur  le  contour   C  on  donne    les    valeurs 


de  ', 

II 


ir 


f  étant  une  fonction  de  l'arc,   définie  comme    ci-dessous: 

/■= /",  =  const.  pour  ^.^O-^ô-j-t-e 

ef  /"=  <>  pour  les  autres  valeurs  de  9-. 

Posons  r  ^  :;  — a|  et 

La    fonction     L',    devra    être    harmonique     partout      à 
l'intérieur  de  y  et  satisfaire  à  la  condition 

Pour  l'existence  d'une  solution  il  est  nécessaire  que  *) 
OU    bien 

(48J  £/•„--=  2- fc. 

Appliquons  la  formule  (43J,   dans  laquelle  on  doit  remplacer 
f  par  l'expression  (47). 

Transformons  d'abord  cette  expression  (47).  Nous  avons 

(49)     lgr  =  lg  ;-aj  =  «Hlg(;-«)=  '  (l^r  C  -  a) -h  Ig  (  S  -  "n  )}. 


*)  Il  est  vrai  que  la  formule  (43)  et  la  condition  (42)  ont  été 
déduites  supposant  /"  continue.  Mais  on  s'assure  aisément  que  nos  for- 
mules donnent  aussi  la  solution  dans  les  cis  pareils  au  cas  actuel.  En 
tout  cas,  on  vérifiera  aisément  par  une  substitution  directe  le  résultat 
obtenu. 
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Par  suite,   d'après  la  formule  (27*)  du  //"l?   on  aura 

Si;  au  moj'eii  de  cette  formule,  on  transforme  l'expres- 
sion (47j  et  si  on  la  substitue  dans  la  formule  (43),  on 
aura,   supprimant  la  constante  arbitraire  C: 

Y 

cp,Q  désignant  la  fonction,   définie  par  la  relation 

Il  est  facile  d'évaluer  en  termes  finis  toutes  les  inté- 
grales de  la  formule  précédente. 

Sans  restreindre  la  généralité  on  peut  supposer  que 
a  est  un  nombre  réel: 


a  ^=  a   . 


Si  l'on  remarque  ensuite  que  le  point  ^  est  exté- 
rieur à  Y)  If^  théorème  de  Caucliy  sur  les  résidus  donne 
immédiatement 


2ni  J     \^'—ai—a^'\Z'—^    C        i— a; 
Y 


L'intégrale 
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se  calcule  .lussi  très  aisément.  Mais  nous  laisserons  de  cô- 
té ce  calcul  élémentaire  et  considérerons  le  cas  limite, 
lorsque  U  t^»d  vers   oo    et  ^  vers  zéro,  la  condition 

e  /„  =  27:/.- 

restant  toujours  satisfaite.  Il  est  clair  qu'on  aura  dans 
ce  cas 

,.       i      /"*''"^%    s'  +  t;    ,u       ,.„e/oa'+;  a'  +  C 

^~V3-  ^  — ^  27r  a'— Ç  a'— ^  ' 

a    désignant  le  point  e'^"  du  contour,   et  par  suite 

d'où 
et  enfin 


f7=ilo: 


ri 


i\  /•,  r,,  désignant  respectivement  les  distances  du  point  C 
au  point  a,  au  point  conjugué  avec  a  par  rapport  à  y.  et 
au  point  a  . 

Il  est  clair  (jue  cette  formule  donne  la  solution  du 
problème  suivant  d'hydrodynamique: 

Déterminer  le  potentiel  V  des  vitesses  d'un  mouvement 
plan  d'un  liquide  incompressible,  compris  à  l'intérieur  d'une 
circonférence  y  avec  une  ouverture  infiniment  petite  dans  le 
point  a',  lors(jue  à  l'intérieur  de  y,  au  point  a,  il  existe  une 
source  de  puissance  2-/.-. 

La  relation  zf^  —  ^rJ;  signifie  que  la  quantité  de  liquide 
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engendrée  par  la  source  est  égale  à  la  quantité  s'écoulant 
par  l'ouverture. 

Le  cas  où  il  y  a  plusieurs  sources  et  plusieurs  ouver- 
tures se  résoud  d'une  manière  analogue. 

22.  La  fonction  de  Green  pour    le  problème  mixte. - 

Comme  deuxième  exemple  nous  déterminerons  la  fonc- 
tion de  Green  pour  le  problème  mixte,  qui  correspond  à 
la  condition  (2ij. 

Supposons  pour  simplifier  que 

k 

Alors  sans  restreindre  la  généralité   on  peut  poser 

1  =  1^    k  >o. 

La  fonction  de  Green  est  définie  comme  il  suit: 
C'est  une  fonction  U,  harmonique  partout  à  l'intérieur 
de  Y,  sauf  au  point  a,  où  elle  se  comporte  comme  — lg|^  — al 
de  sorte  que  la  somme  cr-hig'^  — a|  reste  finie  dans  le 
voisinage  de  a;  de  plus  cette  fonction  satisfait  à  la  condi- 
tion 

(5i)  -^-+-kU=o   (sur    Y). 

Posons  r  =  !^  — a|     et 

(52)  U,  =  U-h\gr. 

D'après  nos  hypothèses,   la  fonction   U^  sera  harmo- 
nique  partout  à  l'intérieur  de  y  et  de  plus 

<^^   ^  lln^^^^=    du    -^^^^^   (^"''    ^^• 

Si  l'on  pose 


51—56)  IL— Aire  circulaire.  63 

la  fonction  ^.(O  sera   dtHerniinée    par  les    formules    (33)  et 
<3o)  du  w»17,   où  il  faut  poser  m  =  k\  /=i  et 

(53)  r=     ^/^    +ilgr. 

Admettons,  pour  simplifier  l'écriture,  que  le  point  a 
est  situé  sur  l'axe  réel;  cela  ne  restreint  pas  la  généra- 
lité. En  substituant  dans  (53)  les  expressions  (49)  et  (5o)  du 
n*  précédent  nous  trouverons 

et,  en   substituant  cette  expressions  dans  (30), 

Y 

Or,  la  première  de  ces  intégrales  est  déjà  calculée 
dans  le  //•  précédent;   elle  est  égale  à 


Considérons  à    présent    la    seconde   intégrale.   Si  l'on 
remarque  que 

(56)  lg(;'_  a)-+-lg(ç',-a)=  Ig  (i  _ -«  j  +  Jg  (i  _  a  ^ 

on  aura  *) 


*)  Les  fopctions  Ig  ^i— t,t)  et  Ig  (i— a!;')  sont  multiformes.  Il  est 
clair  qu'on  peut  prendre  les  branches  arbitraires  de  ces  fonctions,  pour- 
vu que  leur  somme  soit  réelle  sur  T.  Nous  choisissons  pour  Ig    (i  — =7) 

la  branche  qui  s'annule  pour  Ç'=  ».  Cette  branche  sera  holomorphe 
à  l'extérieur  de  T.  Pour  Ig  (i— aÇ')  nous  choisissons  In  branche 
qui  s'annule  pour  Ç'=o.  Cette  branche  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  T. 
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I 

=  i^rl  j  -Ç--  ^«  l'  -  Vk-<  ^ ^J  T~  ^^  ^'  -  "  ^  ^Ç^  • 
Y  T 

Mais  la  fonction 

considérée  comme  fonction  de  Ç-,  est  holomorphe  partout  à 
l'extérieur  de  y  et  s'annule  pour   !;=oo*).  Par  suite,  l'in- 
tégrale qui  lui  correspond  est  nulle. 
De  même  la  fonction 

est  holomorphe,   par  rapport  à  ^,  partout    à  l'intérieur  de 
T,   et  le  théorème  de  Cauchy  nous  donne 


•/-çt-^lg(ï-«Oç-$^  =  ^lg(ï-«0  =  2]g(i-aQ. 


Si  l'on  substitue  les  expressions  trouvées  dans  (55),  on 
obtiendra 

et  enfin,   d'après  la  formule  (33), 

ou  bien  en  intégrant  la  seconde  intégrale  par  parties 


•)  Voir  la  note  précédente. 
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% 


(58) 


J  o 


Enfin  pour  la  fonction  9  (Z,)  correspondante  à  U  nous 
obtiendrons  hi  formule 

(59)    ?  Q= ig  (1  -  a  cj-ii?  (:;-«)+;-*  /  V-Ji^lçcic. 

Lorsque  A;  est  un  entier,  la  fonction  de  Green  s'exprime 
au  moyen  des  fonctions  élémentaires. 

Dans  le  cas  général  on  peut  prendre  pour  le  chemin 
d'intégration  le  segment  de  droite  allant  de  0  à  Ç;  si  l'on 
pose  C  =  pe**,   on  aura  dans  ce  cas 

et  le  calcul  très  simple  donne 

(5o*)  f^=  ««  cp  (C)  =  -  Iff  ^-^"pcos»+a^ 


J      1 — 2ap  cosS--f-a*  p*  ' 


Il  est  aisé  de  vérifier  d'après  cette  formule  le  fait  connu 
que  la  fonction  de  Green  est  symétrique  par  rapport  aux 
points  C  et  a. 

Prenons  en  particulier  A;«i.  La  formule  (59)  donne 
et,  par  suite,   en  supposant  pour  abréger  a>o, 

U=^]g — {  coB  ^  Ig  a/ -4- tj>  sin  ^  }  —  1  , 
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r,  r  désignant  respectivement  les  distances  du  point  ;  aux 
points  a,-  et  •>- l'argument  du  vecteur  ;, -Ç,  compris 
entre  —  -  et^-.   (fig.  7). 


Fiff.  7. 

III. -PROBLÈME  FONDAMENTAL  POUR  UN  DOMAINE 
QUELCONQUE. 

23.  Problème  fondamental  de  la  théorie  du  potentiel 
logarithmique.  — Passons  à  présent  au  problème  mentionné 
dans  le  commencement  de  la  section  précédente.  Soit  S  un 
domaine  fini  ou  infini,  limité  par  un  contour  fermé  simple 
C.  Il  s'agit  de  trouver  une  fonction  harmonique*)  dans  S, 
satisfaisant  à  la  condition  suivante: 

(6o)  ai8)~-hb(8)y^-^c(s)U=r(s)  (sur    C) , 

a(s),  h  {s),  c{s),  f{s)  désignant   des    fonctions    données    de 
l'arc  s  du  contour  C. 

Si  l'on  pose  (cf.  nAO) 

(6i)  2î7='^.(^)^^,r~) , 

la  condition  précédente  prend  la  forme 

(6o*)      (a-f-»6; -^Z  (£■)-+- (a  — t6)  z  '  {z)-^c  {rç^{z)^^^{z)]  =:  "2  f  . 

Pour  réduire  le  problème  en  question  au  problème 
considéré    dans    la  section    précédente,    supposons    qu'on  a 

•)  Cf.  n«7. 
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effectué  la  représentation  conforme  de  Taire  S  sur  le  cer- 
cle ^  de  rayon  u/>,  situé  sur  le  plan  des  Z,  et  ayant  pour 
centre  l'origine. 

Soit  'i>(^)  la  fonction  qui  fait  correspondre  au  domaine 
S  le  cercle  -y,   de  sorte  que  si  l'on  pose 

(6-2)  -=w(;)  , 

£  décrira  une  fois  (et  une  fois  seulement)  le  domaine  S, 
lorsque  '^  décrit  a. 

Rappelons  nous  que  '•>(;)  est  holomorphe  partout  dans 
a,  sauf  le  cas,  où  S  est  infini;  dans  ce  cas  'd(0  a  un  pôle 
simple  dans   -  correspondant  au  point  z=  oz.    de   S. 

Sans  restreindre  la  généralité  on  peut  supposer  que 
ce  pôle  est  îi  l'orii^ine  ^  =  o.  On  sait  que  w  (:;)  ne  s'annule 
jamais  dans  :?;  nous  sup])oserons  de  plus  que  (j>' (0  tend 
uniformément  vers  une  limite  w'(^')  différente  de  <>,  lorsque 
Z,  tend  vers  un  point  quelconque  du  contour   y;   cf.   le  /;*6. 

Posons  ensuite 

(63)  '■?.(wQ)-?Q. 

D'après  nos  hypothèses,  -fC^)  sera  une  fonction  holo- 
raori)he  partout  à  l'intérieur  de  y,  satisfaisant  à  la  con- 
dition 

(64)  (a^ib)^^^}  ^(a-ib)'^J   +  c{  :p(:') -H '.(Ç') }  =  2  A 

Or,  cette  condition  se  confond  avec  la  condition  (9) 
du  //•!!,   si  Ton  y  pose 

^<''  =  »'Tq- 

Le  problème  on  question  est  donc  réduit  au  problème 
considéré  dans  la  section  précédente,    et  on  pourra    appli- 
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qiier  la  méthode  qui  y  est  exposée  si  a,  h,  c,  ex2)riraées  au 
moyen  des  coordonnées  Ç',  f],  deviennent  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  ces  coordonnées. 

24.  Cas  de  coefficients  constants  *).— Un  exemple  sim- 
ple est  fourni  par  le  cas  où  dans  la  formule  (êo)  les  coeffi- 
cients a,  h,'  c,   sont  constants- 

Écrivons  la  condition  (64)  sous  la  forme 

(64*)         (a-f-i6)|;-[|]  _t-(a-.-6)-X   +^{9  (0+ 9  (ç^,)  )  =  a/", 

multiplions  les  deux  membres  par  ^^rzir  ^^  intégrons  le 
long  du  contour  y-  D'après  les  formules  du  ^"4  il  viendra 
immédiatement 

Y 

Remarquons,   que  lorsque   S  est  un  domaine  infini,   on 

aura     ,7  ^  =  o   et  le  second  terme  dans  le  premier   membre 

disparait. 

Supposant  que  a  et  è  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois,  on 
peut  écrire  (64*)  comme  il  suit 

(65)  :p'(Q-+.^^    0)'(O9Q-4-ira)'(Q-F(0o)'(0  =  o, 

OÙ  Ton  a  posé 


*)  Cf.  mon  article:  OOi  onpeAiJieHin  rapMOHH'ïecKoB  (JjyHKuia  no 
3a:iaHiaMi  na  KOHTypt  (HlypH.  OHS.-Mai.  06m.  npH  XlepucKOM^  YEHEepc, 
Bun.  I,  1919). 
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a^ib  v'  (o)      c  -^  (o) 


)  /r=  . 

(i  +  ib  (•»'  (o^       a  +  ib 


et 


^-'^  ^^^  ~  2Tzi(a+ib)J  Ç'-Ç  • 

V 

Inti^i!;!'.!!!!  l'équation  ((^5),   on  obtient,   si  ''=j=o, 

^8)?Q=rr         -''  /K^e  L   F(Qtù'(i;)e  d-: 

et,   si  (=0,. 

(68*)  .j(;)=C-7fo)Q-+-    /   Vqw'COcZC  • 

Bornons  nous  au  cas  du  domaine    S    fini.     Alors     on 
peut  supposer  que 

(0  (o)  ^  0  . 

Les  formules  (ts)  et  (t8*),   où  l'on  peut  poser  !^o  =  f,  donnent 

pour  '-?(0  des  expressions  holomorphes  à  l'ijntérieur    de    y. 

Il  reste  à  choisir  K  et  C  conformément  à  la  formule 

(^6).   Considérons  d'abord    le  cas  où  c=|=o.    Calculons    -^(o) 

t   '^'(o)  d'après  la  formule  (c8);  il  vient 

,  ,       -      a—ib  j-' 

fC'iD'(o)       w'(o)P 
,(o)=  --^-^     +ai:jft   ' 

OÙ  Ton  H  ])MS»'   pour  abréger 


r2T: 


o 
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Remplavons  dans  (.'^'j  ri.")  et  ^' (o)  par  ces  valeurs. 
Il  vieiulr.i   -.luvô.s  quelques  simplifications 

(a  -h  ib)  7C-H  (a  —  ib)  K  =  '^ 

et,   par  suite 

La  partie  imaginaire  de  (a-hib)K  reste  donc  arbitrai- 
re-, elle  peut  être  prise  égale  à  ",  car  elle  u'a  aucune 
influence  sur  la  valeur  de  U.  La  constante  C  reste  arbi- 
trairç.  La  solution  la  plus  générale  est  donc  donnée  par 
la  formule 

a  +  ib        3  a+ib     j  a+ib 

(^9)  ?  O  -  Ce  -  £;  +  e  /     J'  O  w  (Q  e         d';. 


G  étant  un  nombre  complexe  arbitraire. 

Lorsque  c  =  o,   on  obtient  d'une  façon  analogue 

C  et  C  étant  des  constantes  réelles  arbitraires. 

En  revenant  à  la  variable  ancienne  2  nous  trouvons 

(lA-ih        0  (i-\-ih    I  "^  a  +  ih 

(70)       -j.(~0-CV  -  ^   -'  /      F.Uje          d.z 

~'  J  o 

lorsque  c=|=o,   et 


Jo 


2  (fl+i6) 


lorsque  c  =  o;  F,  (2)  désigne  la  fonction    i^^(0    exprimée    au 
moyen  de  la  variable  ,t. 


i 
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Si  a  =  ù  ~o  (problème  de  Dirichlet),  les  formules  pré- 
ci'Hlentes  perdent  leur  sens.  Mais  alors  la  solution  découle 
imniédiutenient  de  la  formule  ce.t**).  Si  l'on  y  pose  6'=i, 
on  obtient   aisément 

Y 

OÙ  Ton  a  laissé  de  côté  une    constante    additive    purement 
imaginaire. 

Lorsque  le  domaine  S  est  infini,  la  fonction  o>(^)  ad- 
met un  pôle  pour  ;;  =  o.  La  formule  (68)  montre  alors  que 
si  c^=o,  le  problème  n'admet  pas  en  général  de  solutions 
régulières. 


IV.- APPLICATIONS  AU  PROBLEME  FONDAMENTAL 
D'HYDRODVNAMIQLE. 

Appliquons  à  présent  notre  méthode  au  problème,  dit 
le  problème  fondamental  d'Hydrodynamique,  dans  le 
cas  du  mouvement  plan.  Ce  problème  se  réduit  immédiate- 
ment au  problème  de  C  Neumann,  lequel,  à  son  tour, 
n'est  qu'un  cas  très  particulier  du   problème  du  n'>23. 

On  pourrait  d'ailleurs  déduire  la  solution  de  ce  pro- 
blème de  la  solution  du  problème  de  Neumann  pour  un 
cercle,  considéré  au  wlS.  Mais  nous  préférons  le  trai- 
ter directement. 

25.  L'énoncé  du  problème. -Soit  S  un  domaine  du 
plan  .77/,  limité  par  un  contour  fermé  simple  C.  Le  pro- 
blème en  question  est  le  suivant: 

Déterminer  la  distribution  des  vitesses 
dans    un    mouvement    non   tourbillonnaire    d'un 
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li([uide  incompressible  qui  occupe  le  do  main  e 
.S,  étant  données  les  valeurs  do  la  composante 
n  0  r  m  a  1  e  /■  d  e  1  a  \  i  t  e  s  s  e  1  e^  1  o  n  g  du  c  o  n  t  o  u  r  C 
de  S;  si  le  domaine  S  est  infini,  on  suppose 
que  les  vitesses  s'annulent   à  l'infini. 

Il  va  sans  dire  qu'en  vérité,  il  est  question  ici  d'un 
mouvement  qui  se  produit  parallèlement  au  plan  x>j,  dans 
l'espace  limite  par  une  surface  cylindrique  normale  au  plan 
r//,   C  étant  la  projection  de  cette    surface  sur  le  plan  xy. 

Soient  u  et  v  les  composantes  de  la  vitesse  suivant 
les  axes  O.v,  0//.  u  et  v  sont  par  hypothèse  des  fonctions 
régulières  uniformes  du  point  (x^y),  liées  par  la  relation 

,     .  d}i        dv 

Cela  étant,  il  existe  toujours  une  fonction  V  (x,y) 
(potentiel  des    vitesses)  telle  que 

,     .  dU  dlJ 

(72)  U=   .-  ,V  =  --  . 

La  fonction   U  doit  satisfaire  aux  conditions 

(73)  lU  =  o   (dan^    S) 

et. 

(74)  ^  =  /-    {sur    6), 

f  désignant  la  fonction  donnée  de  l'arc  du  contour  C  et 
«  —  la  normale  extérieure.  De  plus,  si  le  domaine  S  est 
infini,  on  doit  avoir  pour  les  points  infiniment  éloignés 

du  ôU 

(70J  u  =■  V-  =  0,   V  =  — -  =  o. 

'    '  dx  '  à)i 

Le  problème  en  question  se  réduit  donc  à  déterminer 
]a  fonction    U  par    les     conditions    ,^73) -(7,5).     Mais    avant 
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d'aller  plus  loin,   il  est  nécessaire  d'étudier  le  caractère  de 
la  fonction  inconnue    U. 

Si  u  et  V  sont  données,  la  fonction    U  sera  déterminée 
par  la  formule 

/"(•'•  y) 

(76)  l'ix,y)  =  U, 


u  dx  -hv  dy^ 

(j'o,.?/o) 


f\  désignant  une  constante  arbitraire,  (x^,  i/o)~un  point 
arbitraire  de  S  et  l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  che- 
min arbitraire,   situé  dans    S. 

Si   i5?  est  fini,  la  formule  (76)  montre  que    U  sera    une 
fonction  uniforme  de  x,  y/,   car  l'intégrale 


/ 


u  dx  -h  c  dy  , 


prise  le  long  de  tout    contour  fermé  ne  sortant  pas  de   S, 
sera  nulle  en  vertu  de  la  relation  (7O. 

Mais  si  S  est  infini,  U  sera,  en  général,  multiforme: 
chaque  fois  que  le  point  (.r,  1/)  décrira  dans  le  sens  direct 
un  contour  fermé  enveloppant  6',  U  sera  augmentée  par 
une  quantité  constante 

(77;  k  =       H  dx  -h  0  dy  , 

6" 
C   désignant  un  contour  fermé  simple  arbitraire,   envelop- 
pant le  contour  C;   on  s'assure  aisément  que  A-   ne    dépend 
pas  de  la  forme  de  C. 

La  constante  h  s'appelle  la  circulation.  On  doit 
supposer  que  k  est  donnée;  dans  le  cas  contraire  le  pro- 
blème  serait  indéterminé. 

26.  Introduction  de  la  fonction  de  la  variable  com- 
plexe.—  Posons  comme  dans  les  un"  précédents 
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Nous  savons  qu'étant  donnée  U,  la  fonction  cpiC^)  se 
détermine  à  une  constante  purement  imaginaire  près;  par 
suite,  étant  données  u  et  t\  la  fonction  -^,  sera  déter- 
minée à  une  constante  complexe  près. 

Cette  constante  additive  n'a  aucune  influence  sur  la 
distribution  de  vitesses,  et  par  suite  on  peut  toujours  ajou- 
ter à   -p,  une  constante  arbitraire. 

Quand  le  domaine  S  est  fini,  -^,(^~)  sera  holomorphe 
dans  S. 

Pour  étudier  le  cas  du  domaine  infini,  remarquons  la 
formule  évidente 

r   o\  .  d(;         .ôLf  ,    ^ 

Il  est  évident  d'après  cette  formule  que  '/»  (^)  est  une 

fonction  holomorphe  dans    S  et    s'annule  pour    2=od,    de 

sorte  que    pour    les  valeurs  suffisamment  grandes  de    ^    on 
aura 

/     .  '    ,   .       (li-hibt       (ii  +  ib, 

(79)  ?i(^)  =  -    .        H ^      -h... 

et 

(80;  9,(^)  =  C0nst.  -hia^-hi  ôjlg^  — "-  --  --h... 

Si  l'on  suppose  que  le  point  ^  =  0  est  extérieur  à  8 
(intérieur  au  contour  C),  il  est    facile    d'en    conclure,    que 

(81)  ':pt{^)  =  {a^-h^b^)\g g -hfonct.  holom.   dans   S. 

Evidemment,  la  constante  ^,  est  liée  à  la  circulation 
k  par  la  relation 

(82)  b,=  -  ^- . 
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27.  Transformation  de  la  condition  aux  limites. -Soit, 

comme  dans  le  v/"23,  ,=w(;)  la  relation  qui  fait  cor- 
respondre les  points  du  domaine  S  aux  points  du  cercle 
Isl^ï  et  soit  de  plus 

(83)  ?(;)  =  '-piO^(0). 

Il  est  aisé  d'exprimer   '^^-    au  moyen  de  la  fonction  cp. 

En  effet,  si  l'accroissement  cb  est  dirigé  suivant  la  normale 
extérieure  n,  la  direction  correspondante  de  d^  sera  celle 
du  rayon  de  la  circonférence  y,  dirigé  vers  l'extérieur;  c'est 
une  conséquence  immédiate  des  propriétés  de  la  transfor- 
mation conforme. 

Cela  posé,   nous  aurons 

et 

d  d  1  d  e'^       d  e-**       d 

^^'^  du  =  d7\  ^  |a>'"(C')|  i^  ^  \^'iO\  di ^  ylg)\  dl  ' 

;'  =  e'»  désignant  un  point  de  la  circonférence  "l'- 
on déduit  que 

dU       d  [  -  I  e**      dcp         «"**      d^ 

dn        '/«(  j        jW    (i,)    K        1^^    (s  )|    ^S 

ou  bien 

*   -'  rf«  ~  V(î;')!    ç''  K(î')I 

et  la  condition  aux  limites  (74)  prend  la  forme 

(86)  ;'  -y  (;')  +  ^V  (|)  =  2  A0-)  |co'(;')|  . 

28.  Solution  pour  le  domaine  fini. —Considérons 
d'abord  le  cas,  où  S  est  un  domaine  fini.  Alors  çp(0  est 
holomorphe  à  l'intérieur  de  y- 
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Multiplions  les  deux  membres  de  (86)  par   ' -  c!  * .,  et  in- 

^        271/    t  — 'B 

tégrons  le  long  du  contour  y;   il  vient 

Y  V  V 

Mais  la  fonction  "^i  Q)  est  holomorphe  à  l'inté- 
rieur de  y;  la  fonction y'/It") est  holomorphe  à  l'exté- 
rieur de  Y  et  s'annule  pour  ^=oo.  On  aura  donc  d'après 
les  formules  du  w«4 

d'où 

Si  l'on  exprime  à  présent  la  condition  que  -/  (s)  reste 
finie  pour  l^  =  o,  il  vient 

(89)  rfW\f=o, 

ou  bien 

I        /■  w'j  di)- =  0. 
Jo 


(89*) 


En  revenant  au  plan  xi/,  on  peut  donner  à  cette  con- 
dition la  forme  bien  connue 

(89**)  ^  Cfds  —  o. 

a 
La  condition  (89)  est  une  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  l'existence  d'une  solution.   En  tenant  compte  de 
cette  condition  on  peut  donner  à  la  formule  (88)  une  forme 
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un  peu    différente.    Ajoutons,   en    effet,    au    second    membre 
de  (88)  l'expression 


-'"  fl 

2TZlJ 

r 
qui   l'bt   (.'gaie    a  o.    Il   vient 

(88*)         ■  ?'(o='"-r/'Ki£^/~ 

ï 

et  en  intégrant 

(90)  ?'^'  =  X'  ^^/^Kl^^^f'^const. 


29.  Solution  pour  le  domaine  infini.— Considérons  à 
présent  le  cas  où  le  domaine  S  est  infini.  Dans  ce  cas 
(i)(Q  a  un  pôle  simple  à  l'intérieur  de  y  et  nous  pouvons 
supposer  que  :;  =  o  est  ce  pôle  (cf.   //"ô),   de  sorte  que 

(90  w(î;)  =  -^-f-fonct.   holom.  . 

La  formule  (8i)  donne 

(92,1         -■?(0  =  '-?i(^(Oj  =  («i-t-»*i)lg<^(^)-^fonct.   holom. 

=  —  (a,-(-»ô,)lff^-i-fonct.  holom., 
d'où 
(93)  '/(0= -"'^---+-fonct.   holom. 

La  formule  (87)  donne  donc  (d'après  les  formules  du  «•4): 

T 

Pour  déterminer  a,  et  h^  posons  ^  =  0.   Il  viendra 
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t,'  t/  O 

Y 

OU  bien 


h,  sera  donnée  par  la  formule  (82)  (p.   74): 

»,=  -'■■ . 

27: 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente 
nous  obtiendrons  définitivement 

Y 

d'où 

(96;      .Q=^j;^f/.,»ij;ijf^^.g;,  ^ 

Ço  étant  un  point  arbitraire  à  l'intérieur  de  y. 

30.  Coordonnées  curvilignes.—  La  fonction -^ (0  étant 
calculée,  il  est  souvent  commode,  au  lieu  de  revenir  aux 
variables  anciennes  x,y,  d'introduire  les  coordonnées  cur- 
vilignes, formées  par  les  courbes  du  plan  :ry  qui  corres- 
pondent aux  cercles  p  =  const.  et  aux  rayons  ^=const.  du 
plan  des  C  (cf.  «"6,  p.  25).  Désignons  par  ?>,  v^  les  compo- 
santes de  la  vitesse  suivant  les  tangentes  aux  courbes 

P  variable,   ^  variable, 
menées  respectivement  dans  les  sens  des  p  et  des   ^>  crois- 
sants.   Ces  tangentes  que  nous  désignerons  tout  simplement 
par     p     et    ^    forment    un    système    d'axes     rectangulaires. 
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dont    la    disposition    mutuelle    est    celle    des    axes    Ox,    Oy 
(fig.   8). 


Fig.  8. 
Pour    trouver    la    liaison    entre  les    composantes  u ,   v 
et  les  composantes  v?,   f^,     remarquons    les    relations    éTi- 
dentes: 


(97) 


C?  -H  iV^  =  (W  -f-  iV)  e-*^,  Vp  —  iv^  =  (U—  iV)  6**, 


a  désignant  l'angle  que  la  normale  à  la  courbe  p  =  const., 
menée  dans  le  sens  des  ?  croissants,  fait  avec  Ox,  cet 
angle  étant  compté  dans  le  sens  direct. 

Soit  maintenant  (U  l'accroissement  de  z  dirigée  suivant 
la  normale  mentionnée;  la  direction  correspondante 
de  d"^  dans  le  plan  ^  sera  dirigée  suivant  le  rayon  du 
cercle  p  =  const.,   vers  l'extérieur.    Par  suite 


\dz\     !«'  (g  l 'rfçi  ~"  I»'  (Ç)i 
On  en  déduit 


p  !«'  (S)'  * 


(98) 


^>-^^»  =  ^''-»^)^j,{. 


Mais  puisque 
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*'  (/:     ~      (i^    dz' 


on  aura 

31.  Exemple  I:  Mouvement  d'un  liquide  en- 
tourant une  paroi  cylindrique  rigide  (ou  en- 
fermé dans  une  telle  par  oi). —  Appliquons  les  résultats 
précédents  à  la  solution  du  problème  suivant. 

Déterminer  le  mouvement  du  liquide  qui 
entoure  un  contour  rigide,*)  le  mouvement 
duquel  est  donné  (ou  respectivement, —le  mou- 
vement du  liquide,  qui  est  compris  dans  un 
contour  pareil). 

Considérons  d'abord  le  cas  de  rotation  autour  d'un 
point  fixe,   autour  du  point  ^  =  o,  par  exemple. 

Soit  iî  la  vitesse  angulaire  de  rotation  (en  valeur 
algébrique).  Désignons  par  u\  v  les  composantes  de  la 
vitesse  d'un  point  quelconque  {x ,  y)  du  contour,  suivant 
les  axes  Oxy  Oy;  désignons  ensuite  par  r'p,  v\  les  compo- 
santes de  la  même  vitesse  suivant  les  axes  des  coordon- 
nées curvilignes  p,   ^  (^'30).  Nous  aurons 

Il  —tv  =  —i\l{x  ~iy  ) 

et,  d'après  la  formule  (98), 

(ioo)v'ç>  -  .V,  =  -  ^^  (x'  -  iy')  0)'  (C)  C  =.  -  ^,  œ  ( Ç')(^'(OC, 
puisque  sur  le  contour  p=i. 


*)  Il  s'agit,    bien   entendu,    du    mouvement  parallèle  au  plan  xy 
(n»23). 
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Notre  problème  se  réduit  à  déterminer  le  potentiel 
/  '  par  la  condition  aux  limites 

dU 

Mais 

(100*)  r'p  =  ÎW(t;'p-*t;'o) 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (9^),  noas  aoroDB 

(lOj) 

et  le  problème  est  résolu.  S'il  s'agit  du  mouvement  du  li- 
quide compris  à  l'intérieur  du  contour,  il  faut  poser  Aibo, 
car  dans  ce  cas  le  domaine   S  est  fini*). 

Le  cas  du  mouvement  de  translation  est  encore  plus 
simple.  En  effet,  soit  à  présent  {u\  v')  la  vitesse  du  meure- 
ment  de  translation. 

Au  lieu  de  (loo)  nous  aurons 


(joa)  Op  —  tV^  =  iU  -lV)j^,-^^^^ 


(o'CC) 
et  an  lieu  de  (loo*): 

et  enfin 


*)  Bien  entendu,  la  fonction  o  (;)  ne  sera  pas  la  même  dana   1m 
deux  ea8. 

c 
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s 


La  rçuuioli  des  solutions  (loi)  et  (J03)  donne  la  solu- 
tion du  problème  général. 

Il  est  à  remarquer  que  la  solution  pour  le  mouvement 
de  translation  peut  être  mise  eu  termes  finis  (au  moyen  de 
la  fonction  w(Q).  En  effet,  si  S  est  fini,  alors  ^=oetti)(Ç) 
est  holomorphe  à  l'intérieur  de  y-   Par  suite  (cf.   n'A), 

'■?  (0=(u' —  iv)oy(Q-hConst., 
d'où 

(104)  ^t(2)  =  (u  ~iv)z -h const., 

ce  qui    démontre    le    fait    bien    connu,    que    le    liquide    se 

meut  en  bloc  avec  la  paroi. 

Si  le  domaine  S  est  infini,   alors,    d'après    la  formule 
(90  (p. 77)  et  d'après  les  formules  du  ^«•4,  nous  obtiendrons 
aisément 
(ïo5)         '^  C^)  =  (u  —  iv^)fJi(Z,)  —  {li  —  iv)  -  —  (w'  -4-  w)  (■  ; 

-4-^igC-f-const., 

où  c  est  la  constante  de  la  formule  (9J)« 

Signalons  encore  un  fait  intéressant:  si  dans  la  for- 
mule (101)  a)(Q  est  rationnelle,  alors  il  est  clair  d'après 
les  remarques  du  ^'20  que  cp(;)  s'exprime  au  moyen 
de  fonctions  élémentaires. 

32*  Exemple  II;  Mouvement  du  liquide  en  pré- 
sence d'un  filet  de  1 0 u r b i  1 1 0 n.  —  Considérons  en- 
core le  problème  suivant; 
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Trouver  la  distribution  des  vitesses  d'u n 
liquide  qui  entoure  un  cylindre  rigide  fixe 
(resp.,qui  est  inclu  dans  un  cylindre),  s'il  existe 
dans  le  liquide  un  filet  de  tourbillon  recti- 
ligne    parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 

Soit  ~%  =  a;,  H- «"</•  'e  point  d'intersection  du  filet  de  tour- 
billon avec  le  plan  .'//,  et  soit  /•,  l'intensité  du  tour- 
billon. 

Le  problème  se  réduit  à  déterminer  une  fonction  U 
qui  satisfait  aux  conditions 

(  106)  Af7=u    (daw!    S),    ^     =of.sMi-    C), 

(,07)  f'=t>Arctg|:::^-i-F 

2<»  X — Xo 

OÙ    V  est  une  fonction  jouissant  de  toutes  les  propriétés  du 
potentiel  des  vitesses  du  //•25. 

La  formule  (107)  montre   immédiatement,   que 

OÙ  -j.  et   i,  sont  définies  par  les  relations 

^'  =  91-?.,  V=9ii'h- 
Ensuite 

'108)    '^r:;)  =  -^.((oQ)=  -|;'ig[">Q-(^(;,)l  ^-'>.  (o>q") 

où  'i(0  est  une  fonction  qui   jouit  de  toutes  les  propriétés 
de  la  fonction  -^C^)  des  n//'  précédents. 

Par  suite,  pour  déterminer  '^(0  nous  pourrons  appliquer 
la  formule  (96)  (ou  bien,  si  le  domaine  est  fini,  la  formule 
(90)),    où   il  faut  poser 
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car  le  long  du  contour  on  doit  avoir 

Mais  les  formules  (84)  du  >/«27  (p.   75)  donnent 

«^^i,'ig(ç-:.)=:;^|^{ig(ï-Q-ig(e-;.)} 

_  I  kj^H   ^     _        I       ]       i__ 

Si  l'on  remplace  /  par  cette  valeur  dans    (96)  on    ol>~ 
tient  aisément 


et 

(Ï09)       ?(o=^''*j !&(;-,'  )-ig(ç-;.)U-iiî!;; 

zn  [      ^        ç  0  '  I      27: 

lorsque  le  domaine  est  fini,  il  faut  poser  Ar=o. 

33.  Contour  elliptique.— Posons 

(no)  ^  =  (o(0=x6(ç-4-|) 

en  sorte,   que 

(ïii)  X  =  b{p-i ]c(j8  9-,  y  =  6(p jsio'd', 

a,  è  désignant  des  constantes  réelles,   telles  que 

Si  Ton  varie  p  entre  o  et  j  et  ^  entre  0  et  »«,  on 
obtient  une  représentation  conforme  du  domaine  S,  formé 
de  la  portion  du  plan  ^  extérieur  à  l'ellipse  C: 

g*  y»      _ 

sur  le  cercle  lî^i^ï. 
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Les  courbes  ?=^const.  et  *  =  const.  sont  respectivement 
des  ellipses  et  des  hyperboles  avec  des  foyers  communs 

<I13)  ♦/=•'  t  -t-— ±26  l/a  ; 

voyez  Gh.   1,   p.   26. 

Considérons  quelques  exemples  simples  relatifs  au  con- 
tour elliptique. 

V.  —Botatiov  d'un  ci/ltJfdre  elliptique  dans  un  liquide, 
hidéfini"^'). — La  formule  (101)  du  «"31  donne  immédiatement 
la  solution 

nous  avons  posé  pour  abréi^er  k  —  o. 

On  en  déduit  d'après  la  formule  (99)  du  >/»  30: 

2  12  (/6  p^  ain  2if                             zii  ab  p'  coa  2  v)" 
<ll5)  y-p  ==       _____  ._.,_^^.  ^       V^-=     . =r:^.     . 

Vp*— aap'  co82*+o'  Vp* — zap*  cos2f+o' 

2". — Considérons  encore  le  problème  suivant: 
Supposons     (juc    le    cylindre    elliptique    se 
déforme    de  telle  far  on  qu'il  reste  homofocal  à 
lui-même.     Trouver    le    mouvement     du    liquide 
qui    l'entoure. 

Représentons  au  moyen  de  inv)  le  plan  ~  sur  le  plan 
^  de  telle  sorte,  qu'à  l'instant  t  au  contour  elliptique  cor- 
responde la  circonférence  p  =  i.  A  l'instant  t-^dt  cette 
ellipse  sera  déformée  en  une  ellipse  homofocale,  correspon- 
dant   à    la  circonférence  p-^dp.   Si  d^  désigne    le    déplace- 


*)  Cp.,  p.  ex.,  H.  hniih.  Hydrodynaniics.  rainbrid;tre,  I9(»7. 
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ment  normal  d'un  point  quelconque  du  contour  de  Teilipse, 
la  composante  normale  de  la  vitesse  de  ce  point  sera 

/.  =  ±j^i  =  ±  co'C),';^j'«±:o)'(ai;Jhî(OK(0!  , 
Y(/)  désignant  une  fonction  donnée  du  temps. 

Par  suite  dans  la  formule  (96)  on  doit  poser 

/  =  2(oK(s')| . 

Supposant  la  circulation  nulle,   nous  obtiendrons 

Y 

et  le  problème  est  résolu. 

34.  Quelques  autres  contours  simples.— iv -La  figu- 
re limite  de  l'ellipse  (n2j  pour  a=i  est  un  segment  de 
l'axe   Ox 

—  2  0^x^26. 

Si  l'on  pose  a=i  dans  les  formules  précédentes,  on 
obtiendra  la  solution  des  problèmes  posés  pour  un  domai- 
ne,   qui    est  formé  d'un  plan  entier,    sectionné    suivant    un 

segment  de  droite. 

2°. — Au  moyen  d'une  substitution  linéaire  sur  ^  dans 
la  form.  (no),  on  obtiendra  pour  a=i  la  représentation 
conforme  sur  un  Cercle  d'un  domaine  formé  du  plan  entier 
sectionné  suivant  un  arc  de  cercle.  La  fonction 
o)(Çj  sera  évidemment  rationnelle.  Par  suite,  p.  ex.,  le  prob- 
lème du  mouvement  d'un  arc  du  cercle  dans  le  liquide  se 
résoud  au  moyen  des  fonctions  élémentaires  (n"  31). 


CHAPITRE    111. 

APPLICATIONS  AU  PROBLÈME   BIHARMONIQUE 
FONDAMENTAL^). 


Nous  avons  donné  dans  l'Introduction  une  idée  des 
questions  qui  se  rattachent  à  l'équation  biharmonique.  Le 
Chapitre  présent  est  consacré  au  problème  que  nous  avons 
nommé  problème  biharmonique  fondamental 
dont  on  trouvera  l'énoncé  précis  un  peu  plus  bas  (w»40). 
Comme  nous  l'avons  déjà  dit  (p.  4),  notre  méthode  donne 
un  moyen  d'obtenir  la  solution  complète  de  ce  problème 
pour  les  domaines  qu'on  peut  d'une  façon  conforme  repré- 
senter sur  un  cercle  au  moyen  des  fonctions  ra- 
tion nelles. 

Il  nous  reste  à  ajouter  ici,  que  le  développement  de 
notre  méthode  n'exij^e  d'aucune  façon  la  connaissance  des 
théorèmes  généraux  d'existence,   énoncés  dans  le  ^?»41. 

Cette  circonstance  n'est  pas  sans  valeur  car  elle  per- 
met d'appliquer  notre  méthode  aussi  dans  les  cas  oii  la 
théorie  ^'énérale  n'est  pas  assez  complète;  c'est  précisé- 
ment l'application  de  notre  méthode  aux  cas  particuliers 
qui  nous  a  permis  de  signaler  une  lacune  dans  la  théorie 
du  problème  extérieur  (cf.   /î»42). 


♦)  Cf.   mon   article  déjà  cité:  Sur  l'intégration  de   l'équation  bi- 
harmonique (Bull,  de  l'Acad.  des  Se.  de  Russie,   1919,  n"  12). 
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35.  Fonction  biharmonique.— Soit    V   une  solution  de 
l'équation 

telle  que  les  dérivées  partielles 

(a)  «*  =  3-  et  r  =  -^  , 

OX  01/   ' 

soient  des  fonctions  uniformes,  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'au  second  ordre  dans  un  do- 
maine S*).  Si  le  domaine  S  est  fini  (et,  par  conséquent, 
simplement  connexe),  l'uniformité  de  w,  v  implique  celle  de 
U;  mais  si  S  est  infini,  U  peut  être  multiforme.  Nous 
avons  en  effet 

(3)  U:=U^-h    I  udxJrvdn 


(«.,   y»)  désignant  un  point  arbitraire  dans   S',    Uo — la    va- 
leur de   U  en  ce  point  et    l'intégrale  étant    prise    le    long 
d'une  courbe  arbitraire,   comprise  dans   S. 
Quand   ,8'  est  fini,   alors  l'intégrale 


/  u  dx  -h  V  dy  , 


prise  le  long  de  tout    contour  fermé,    est    nulle    en    vertu 
de  la  relation 

du       dr 

Sy      àx  ~'      ' 

ce  qui  montre  que   U  est  uniforme.     Mais    lorsque    le    do- 
maine S  est  infini  et  le  contour  d'intégration  C  enveloppe 

")  Nous    conservons   les  conventions   du  Chapitre    II  (p.  28)  rela- 
tives aux  domaines  S. 
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le  contour  0  de  S,  comme  au  y/»  8  (p.  31),  alors  cette 
intégrale  peut  être  différente  de  o.  Conservant  les  notations 
du  w«8,   nous  aurons 

(4;  C'+  -  u_  =  B, 

B  désignant   une  constante  définie  par  la  formule 

(5)  R:=z    i  u  dx  -+-  w  dy   . 

En  effet,  on  s'assure  aisément  que  la  valeur  de  B  ne 
dépend  pas  de  la  forme  du  contour  C  et  reste  constante 
tout  le  long  de  la  coupure  L. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  entendons  sous  le  nom  de 
fonction  biharmo  nique  ?7  une  fonction  qui  satisfait 
aux  conditions  imposées  au  commencement  de  ce  /«•;  les 
conditions  relatives  à  la  '^.onduite  de  cette  fonction  à  l'in- 
fini seront  faites  chaque  fois   séparément. 

Remarque. — Dans  la  plupart  des  applications  ce 
n'est  pas  Z7,  mais  ses  dérivées  partielles  qui  ont  un  sens 
physique  direct;  par  cette  raison  nous  imposons  la  condi- 
tion d'uniformité  aux  dérivées  n  et  r  seulement,  mais  non 
pas  à   U. 

36.  La  formule  de  M.  Goursat. -Notations. -On  doit 
à  M.  Goursat  une  expression  ijénérale  de  fonction 
biharmonique  au  moyen  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe. Nous  en  donnons  une  déduction  nouvelle  qui  permet 
de  préciser  le  caractère  des  fonctions  que  contient  cette 
expression.  A  propos,  nous  introduisons  une  suite  des  fon- 
ctions qui  nous  seront  utiles  plus  tard. 
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Soit  donc   U  une  fonction  biharmonique.   Soit  de  plus 
/^  (x,  y)    la    fonction  harmonique*)  définie    par    la    formule 

et    soit     Qix.y)    une    fonction    conjuguée    de    P{x^y),    de 
sorte  que 

soit  une  fonction  analytique  de  la  variable  complexe  /. 
Posons  encore 

(8)  '    f^  f{z)à3^  p-^iq»'^{M). 
4  ,/ 

Nous  aurons  alors 
d'où 

A{t/— (pa;-f-gy)  j  =o 

et  par  conséquent 

(9)  ^=  p«-^2y-+-Pi , 

pt  désignant  une  fonction  harmonique. 

Si  l'on  introduit  la  fonction    ^,,    conjuguée    de   p^,  on 
peut  écrire  (9)  sous  la  forme 

(10)  t;=3fl{Fcp(#)-h']>(0}  , 
ou  bien 

(n)  U=-r^m'^~-  ^^^i')  , 

ot  l'on  a  posé  r^  =  x^-^if  et 

(ïa)  •]'(^)  =  i>, -f-»î, . 


*)  Quand  noos  parlons  d'une  fonction  harmonique  sans  indiquer 
le  domaine  où  elle  est  harmonique,  nous  entendons  tout  simplement 
ane  fonction  qui  satisfait  à  l'équation  l^  u=o. 
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La    formule    (yo)   est    précisément    la    formule    de  M. 

(i  our sat  *). 

Étudions  à  présent  le  caractère  des  fonctions  intro- 
duites. 

37.  Cas  du  domaine  fini.— Il  est  clair  que  lorsque  le 
domaine  .S  est  fini,  toutes  les  fonctions  I\  Q,p,  q^Pt^Çt 
seront  harmoniques  dans  tout  ce  domaine,  et  les  fonctions 
f{z),  -^(z)  et  •\>(z)  seront  holomorphes  dans  le  même  do- 
maine. Si  l'on  remarque  de  plus,  qu'étant  donée  L\  la 
fonction  Q(x,//)  est  déterminée  à  une  constante  près,  on 
verra  de  suite  que  -^U)  est  déterminée  à  une  expression 

«  -1-  »,3  -+-  iC(x  -h  *y) 

près,   X,  ;3,  C  désignant  des  constantes  réelles  arbitraires. 

Par  suite,  sans  restreindre  la  généralité,  on  peut 
toujours  poser 

Nous  avons  supposé  ici,  pour  simplifier  récriture,  que 
le  point  ~~  =  o  se  trouve  dans   S. 

Les    conditions    (13)    déterminent    complètement    ?(^), 
lorsque  la  fonction   U  est  donnée. 
On  peut  poser  de  même 

(M)  3'l-j4'(o>  =  o 

et  cette  condition  avec  les  précédentes  détermine   comlète- 
ment  ^(z). 


*)  K.  Goursat.  Sur  1  équation   AA"    o    ^Bull.  dt'  la  Soc.  Math.  d& 
France,  vol.  'J6,  1898). 
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38.  Cas  du  domaine  infini. -Il  est  clair  que  dans  ce 
«as  aussi  la  fonction  I'(.i\  y)  sera  uniforme  et  harmonique 
dans  St  abstraction  faite  du  point  à  Tinfini.  Mais  la  fon- 
ction Q{x,y)  sera,  en  général,  multiforme;  à  savoir,  on 
aura  avec  les  notations  du  w»8: 

(î5)  g^  —  ç_  =.  const.  =  4  >i  , 

où  Ion  a  posé  (cf.   //"S,  p.   yt) 

rdi' 
<16)  .A^j^^ds. 

(" 

On  aura  donc  d'après   la  formule    (6;  du  Vh.    II  (p.  33) 

t\{z)  désignant  une  fonction  holomorphe  dans  H,  abstrac- 
tion faite  du  point  à  l'infini.  Nous  avons  supposé  pour 
abréger  l'écriture  que  le  point  ~~  — o  est  extérieur  à  S 
(intérieur  au  contour  C). 

/,  (5^)    sera  développable  en  série  de  Laurent: 

+  CO 
-00 

Si  par 

27t? 

nous  désignons  le  coetticient  de  î-'  dans  cettp  série,  nous 
aurons  d'après  la  formule  (8), 

(19)  -^  {s)  --=  ^^  ^  Ig  .-  -h "^.    Ig  z  ^'^.{z)  , 

tp,(^)  désignant  une  fonction  holomorphe  dans  8,  sauf  peut- 
être,   au  point  à  l'infini*). 

*)  Le  fait  que  le  développement  (18)  n'a  lieu  que  pour  les  va- 
leurs suffisamment  grrandes  de  ir   n'influe  d'aucune  façon  sur   lexacti- 
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Quant    à    Ja    fonction    ']>(-'),    les    formules    (19)    et  (io> 
montrent  que 

9(1(1,+  — ïKf|;„  =  U+  —  U_   -(ax4-6y)=  n  —  iax-i-by)  , 

B  désignanat  la  constante  réelle  (4).  Il  s'ensuit  que  la 
partie  réelle  da  la  fonction 

^^  ^      27:»  ^  auï        ^ 

est  harmonique  dans  le  domaine  S,  sauf,  peut-être,  aa 
point  à  l'infini.  Donc,  d'après  la  formule  (6)  du  Ch.  II 
(p.    33), 

•h  (z) -.  Iff  -?  H MlSZ=^  —  Ig  ^  -K  '4»,  (")  , 

^^    '       aTCt   ^  2TCt         ^  37:   ^  T«\    /  ♦ 

C  désignant  une  constante  réelle  et  '^^Ks)  une  fonction  ho~ 
lomorphe  dans  5,  sauf,  peut- être,  à  l'infini.    En  définitive 

(20)  'p  (#)  =   ^7-  ig  '  -  - -^-  ~'lg  '  -^  'W  (")  ■ 

39>  Suite.— Considérons  un  cas    particulier  important 
où  la  fonction  V  {x,  y)  doit  vérifier  les  conditions 

^=«(v).a^oU-).ic.=o(;.). 

/  étant  la  distance  du  point  (x,  y)  à  l'origine  et  0  (y)  dé- 
signant, d'une  façon  générale,  une  telle  fonction  que  le 
produit  rO(— )  reste  borné  dans    le    domaine    du    point    à 

l'infini. 

Cela  étant,   il  est  clair  d'après  la  formule  {A)  du  «'9 
(p.  34)  qu'on  aura  pour  r  suffisamment  grand 

tnde  du  résultat  (19)  pour  tout  le  domaine  S\  c'est  une  conséquence 
imniédiate   des   propriétés  bien  connues  des  fonctions  analytiques. 
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<»a)  P(x,  y)=«  Jk  i'=  r-»(a^,  C032O  —  b_.,  «in  aS) -h  ... 

Le  développement  de  la  fonction  Q  sera  donnô  par 
la  formule  (7>)  du  même  w'9;  si  l'on  attribue  à  la  constan- 
te arbitraire  qui  y  figure  la  valeur  0,   on  aura 

<a3)  Ç  ~  —  t~*  (a_,  sin  aB-f-  &_,eo8  aO)  -h  ... 

Il  en  résulte  que  la  constante  4^  -  (^+—  Q-  (form.  (i5;, 
p.  92)  sanuule  et  par  conséquent  la  fonction  ^(a, //)  est 
uniforme  dans   S.  De  plus,  les  formules  (22)  et  (23)  donnent 

Il  est  évident  d'après  cette  formule  que  la  fonction 
:p(<c),  définie  par  (8),  sera  holomorphe  dans  S,  le  point 
z=:<xi  inclu;  déplus,  pour  les  valeurs  suffisamment  gran- 
des de   1-"!  on  aura 

I  a-r  —  <6-î 

<a5)  7(.î)  =  C0nSt. +... 

4  * 

Si  l'on  pose  dans  cette  formule  const.=o  («e  qui  est 
toujours  permis),   il  Tient 

La  formule  (aS)  montre  que  dans  (19)  et  («0)  on  doit 
poser 

Cela  étant,  il  résulte  de  la  formule  (20)  que  la  dérivée 

€st  holomorphe  dans   S,  sauf,  peut-être,  au  point  à  l'infini. 
Maiy  nous  allons  montrer    que   cette    fonction  est  ho- 
lomorphe   partout  dans    .S'.   Lia  formule  (10)  montre,  en 
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effet,  qu'étant  vérifiéus  les  conditions  (ai)  et  faS),  la  fonc- 
tion 

reste  bornée  dans  N.  Donc,  d'après  les  résultats  du  w»9, 
on  aura  le  développement  de  la  forme 

gfl  -T^  =  a,  -f-r-«(a_,  coaB  —  ft-,  8in0)  H-  ... 

et,  par  suite, 

(26)  rf^="*~**»"^ "z ^•••' 

6,  désignant  une  constante  réelle  *);  notre  affirmation  est 
donc  démontrée. 

Si  au  lien  de  (a5)  nous  admettons  la  condition  (a5*), 
alors  comme  on  verra  tout  de  suite,  le  terme  constant 
manquera  dans  le  développement  de  '^  {z).  En  effet,  dans  le 
cas  contraire  on  aurait 

'];  iz)  =  (a,  —  *6,)  ^  -4-  (a_ ,  —  ib_ ,)  Ig  ^  H-  . . .  ; 

^(z)  serait  de  l'ordre  de  z  et  il  en  serait  de  même  de  la 
fonction  StM-')-  Or,  c'est  impossible,  puisque  d'après  la 
condition  fai),   l'ordre  de  la  fonction 


^y)=  / 


^^'^^^dr,       d^; 


ne  surpasse  pas  l'ordre  de  Igr  et,  d'autre  part,  les  or- 
dres de  9i']^  et  U  sont  les  mêmes  d'après  les  formules  (lo) 
et  (20). 

En  définitive,    si    les    conditions    (ai)    sont 
vérifiées,   alors  les  fonctions 


*)  Bien  entendu,  les  signafications   des  constantes  a»,  fr|  ne  sont 
pas  les  mêmes  dans  les  formules  (22)  et  (26). 
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•4)(«)  et     ^^: 

seront  holomorphes  dans  &,  le  point  à  l'infini 
inclu.  De  plus,  si  les  constantes  arbitraires 
sont  choisies  d'à  ne  façon  convenable,   on    aura 

(^*)  ,(.)  =  0({-).^i  =  0(-;r); 

ces  fonctions  sont  complètement  déterminées 
par   la   dernière   condition. 

II.— PROBLÈME  FONDAMENTAL. 

40  L'énoncé  du  problème. — Nous  donnons  le  nom  de 
problème  fondamental  au  problème  suivant*): 

Déterminer  une  fonction  biharmonique 
(«•35)  dans  un  certain  domaine  5,  étant  don- 
nées les  valeurs  des  dérivées  partielles 

,     ,  dV      àV 

^"^^  ô^  '  ai 

toutlelongducontourCde5:  ' 

u(s),  v(s)  désignant  des  fonctions  données  de 
l'arc  de   C. 

On  suppose  que  les  dérivées  (a?)  de  la  fonction  à  dé- 
terminer sont  cotinues  sur  le  contour  G  lui-même  et,  lors- 
que le  domaine  S  est  infîni,  on  ajoute  encore  la  condition 

*)  Cp.  Lauru:ella.  Sur  l'Intégration  de  l'équation  relative  à  l'équi- 
libre dtu    plaques    élastiques    encastrées    (Acta   Mttb.,    T.    32,    MXH, 

pp.  aoi-aM). 


I 
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Jl  est  clair  d'après  l'énoncé,  que  si  U  est  une  solu- 
Liuu  do  problème,  f.'-»-const.  en  sera  une  autre;  les  solu- 
tions qui  ne  ditfèrent  que  par  une  constante  ne  seront  pas 
considérées  comme  essentiellement   différentes. 

Remarque.— Oh  donne  souvent  le  nom  de  problème 
fondamentaT  au  problème  relatif  aux  conditions 

n  désignant  la  direction  de  la  normale  extérieure  à  ,S  et 
/■(S),  /', (s)  — des  fonctions  données  de  lare  de  C. 

Or,  il  est  facile  de  réduire  ce  problème  au  problème 
précédent.   On  a,   en  effet, 

'■  («)  =  ^]  =  ,,\.  «os  (s,  J/)  -H  /"i  eo8  («,  ;/), 

s-  désignant  la  direction  de  la  tangente  à  C\  menée  dans 
le  sens  de  s-  croissant.  Donc,  étant  données  les  fonctions 
/",/',,  on  en  déduit  les  valeurs  de  w(sj,  r(.s)  et  le  problème 
en  question  se  réduit  au  problème  précédent. 

iJeprenons  à  présent  les  conditions  (28).  Si  5f  est  fini, 
la  fonction   r  devra  être  uniforme  (/?'35)  Pt  l'intégrale 

/      -  dx  -i-  -,~  dy, 

prise  le  long  de  tout  contour  fermé,  compris  dans  S,  sera  nulle. 
En  particulier,  si  on  prend  pour  le  contour  d'intégration  le  con- 
tour  C  qui  limite   ^9,   on  devra  avoir 

(30)  /     !u(S)C08  (fl,  X)  -+-  <J(«)C08(S,   .V)|  <l«  =0. 
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C'est  une  condition  nécessaire  pour  l'existence 
d'une   solution. 

Dans  lo  cas  du  domaine  infini  cette  condition  n'est 
pas  nécessaire,  au  moins  si  l'on  n'impose  pas  à  la  fonc- 
tion   U  elle-même  la  condition  d'être  uniforme. 

4-1.  Théorèmes  d  existence. -il  est  conîiu  qu'étant 
vérifiées  quelques  conditions  restrictives,  relatives  au  ca- 
ractère du  contour  C  et  des  fonccions  données  w(s),  v(s), 
les  théorèmes  suivants  ont  lieu  *): 

T*.  — Lorsque  le  domaine  S  est  fini  i„pro- 
blème  intérieur"),  le  problème  énoncé  admet 
une  solution,  si  u(s),  v(s)  vérifient  la  condition 
(30);  la  solution  est  unique  (au  sens  du  )/*  pré- 
cédent). 

2.  -Lorsque  S  est  infini  («problème  exté- 
rieur"), la  solution  existe,  si  les  fonctions 
u  (s),  r(s)  vérifient  plusieurs  conditions  de  la 
forme 

(3J)  r  JX(«)  «  r8)-f-(x(»)y(s)|«i«  =  o, 

6 
'^ (•*?),  ti(s)  désignant  les   fonctions    bien   détermi- 
nées,    dont    la  forme  dépend    seulement    de    la 
forme    du    domaine    S;    la    solution    est    unique 
Cau  sens  du  //»  précédent). 

42-  Remarque  sur  le  problème  extérieur. -Dans 
son  ouvrage  cité  G.  Lauricella  réduit  le  problème  em 
question  au  problème  qui    consiste  à  résoudre    un    système 


*)  G,  Lauricella  l.c. 
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d'équations  intégrales  du  type  de  M.  Fredholm.  Or, 
lorsqu'il  s'agit  du  domaine  intini,  ces  deux  problèmes  ne 
sont  pas  entièrement  équivalents.  Ce  fait,  dont 
O.  Lauricella  ne  parait  pas  à  tenir  compte,  devient 
évident  après  la  remarque  suivante: 

Comme  l'^i  montré  G.  Lauricella  lui-même,  les 
fonctions  données  u(s),  v(s)  doivent  vérifier  trois*)  con- 
ditions indépendantes  de  la  forme  CsO,  afin  que  son  système 
d'équations  intégrales  admette  une  solution. 

()r,  pour  tous  les  domaines  considérés  par  nous 
voyez  p. ex.  //"49)  nous  avons  trouvé  comme  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  seulement  deux  conditions 
de  la  forme  (sO-  Donc,  l'une  des  conditions  données  par 
O.  Lauricella  est  fournie  par  la  méthode  de  l'auteur 
et  non  par  la  nature  du  problème  primitif. 

Comme  il  nous  semble,  il  ne  serait  pas  difiicile  de 
démontrer  le  théorème  suivant  ayant  pour  but  de  compléter 
les  résultats  de  G.   Lauricella: 

Pour  qu'il  existe  une  solution  du  problème 
extérieur  il  faut  et  il  suffit  que  u{s),  v(s)  véri- 
fient deux  conditions  de  la  forme  (31): 

[    /]À.(.s)w.(s)-^:t,(.or(s)}rf«  =  o 

I  ; 

^•1»  !Ai,  '^1,  \i-r  désignant  des  fonctions  bien  déterminées  de 
Tare   s  du  contour,   vérifiant  les  conditions  **) 


*}  L.c,  p.  2iJ9,  forra.  (17). 

'*)  Cp.  Lauricella,  I.  c,  Ch.  III,  n*  10. 
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(  r 


(.32) 


r 


Si  ce  théorème,  très  probable  d'ailleurs,  est  vrai,  alors 
on  pourra  affirmer  que  le  problème  relatif  au  domaine 
infini  admet  toujours  une  solution  (unique)  qui  satisfait  à 
toutes  les  conditions  supposées,  sauf  les  deux  premières 
conditions  (21)  qu'on  doit  remplacer  par  les  suivantes: 


I  .  i<  constante  iniie,      . 


i<  constante  finie,     -^„  <  constante  finie. 


En  effet,  si  les  fonctions  données  ne  satisfont  pas 
»ux  (31'  on  pourra  toujours  trouver  deux  nombres,  /  et  m 
tels  que  les  fonctions 

vérifient  ces  conditions.  Si  à  présent  on  calcule  la 
fonction  C\  (x,  y)  qui  satisfait  aux  conditions  du  //"  40,  u 
c  étant  remplacées   par  u^,   et   r,,   la  fonction 

(33)  6, (x,  V)  —  ix-- w2/-t-const. 

sera  précisément  la  fonction  demandée    et    il  est    aisé    de 

voir  que  c'est  la  seule. 

Mais,  malgré  l'importance  de  ce  fait,  le  théorème 
dont  il  est  le  corollaire  n'est  pas  encore  démontré  rigou- 
reusement*). 


*)    G.     Lauricella    lui-même     se     contente      de    démontrer     que 
lorsque  les  conditions  du  type  (31)  (chez  lui  en  nombre  trois)  ne  sont 

pas  vérifiées,  il  existe  une  solution  pour  laquelle  t—  ,  -y-  se  com- 
portent à  l'infini  comme  hx  +  k,  hy+J  respectivement  {h,  k,  J  étant 
des  constantes;.  L'insuffisance  de  ce  résultat  est  évidente:  les  exem- 
ples montrent  qu'il  existe  une  infinité  de  solutions,  qui  croissent 
moins  vite  que  celles  de  G.  Lauricella. 
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Le  caractère  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  de 
nous  occuper  de  questions  théoriques  d'existence.  Nous 
laissons  donc  ouverte  cette  question  et  cela  avec  d'autant 
plus  de  raisons  que,  comme  il  a  été  dit  dans  l'introduc- 
tion de  ce  Chapitre,  les  questions  d'existence  n'ont  aucune 
influence  sur  le  développement  de  notre  méthode. 

L'application  même  de  cette  méthode  fournira  pour 
cluiqu.^  domaine  particulier  les  conditions  nécessaires  et 
^nftisante^  du  type  (3O. 

43-  Solution  pour  les  domaines  représentables  sur 
un  cercle  au  moyen  des  fonctions  rationnelles. -Supposons 
qu'il  est  possible  de  représenter  le  domaine  <S'  sur  un  car- 
(le  7  au  moyen  d'une  fonction  rationnelle  '•>('!)  de  sorte 
(|ue  si  Ton  pose 

la  correspondance  des  points  de   -S  et  de  ^  seia  biunivoque. 

Supposons  pour  simplifier  l'écriture  que  le  rayon  de 
7  est  un  et  que  son  centre  est  à  l'origine  Ç  — o. 

Si  le  domaine  S  est  fini,  nous  supposerons  que  le 
])oint  -"  =  0  est  intérieur  à   S  et  de  plus 

Si  le  domaine  .S'  est  infini  nous  supposerons  que  h 
])oint  ^=  oc  correspond  au  point  ^=^',   de  telle  sorte  que 

^.)  ">(!;)^  1  -H fonction   holoniorphe  dans   :;. 

(voir  le  tcQ  du   (^h.    l). 

Prenons  à  i)résent  pour  I'  l'expression  (ii)  de  M. 
O  0  u  r  ?î  a  t,    en  l'écrivant  sous  la  forme 
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(37) 


2r=  .  ■^,  (^)  -^  :  ^  ,  ( .  )  -+-  .|,  (.-)  -^'i,{:  ), 


mroduisaiit  pour  la  commoditi'  les  indices. 
Posons  encore  pour  abréger 


(38) 


I'    r-A_'^^'  '-■■'—,1.    r'-, 


Nous  aurons 


ôx 


àlJ 


=  '}.»')  ^  r'  1  (  -  j  -^  :  -J  .  (~  )  H-  •?  r    ,  f'  -■  )  ^  ■-?!  (^)  ^  y  1  (  O  , 


2  »  -^-  =  è,  C^-)  —  ;- ,  (  ~  )  -H  :  'f  ,  {z)  —  z'^   ,  (  :  )  —  -j,  (rj  ^  -^  ^  (  c  ;  ^ 


d'où 


(39) 


Quand  le  domaine   S  est  tini  on  peut    supposer  (w'37) 

(40)  •^,(o)  =  o,      9Î  '  '/,(oj=:u; 

dans  le  cas  du  domaine  infini  on  peut  supposer  qne  -f,    et 

•]>,  sont  des  fonctions  uniformes,   satisfaisant  aux    condi- 
tions 

(41)  'i,(cc)  =  cf),(ooj  =  o  , 

(form.   (3«j  du  n*  présent  et  formule  (26*)  du.  ^039,  p.  96). 
En  introduisant  la  variable  î^,   liée  à   r  par  la  relation 
f34),   nous  aurons 


'42J 


ou       .OU  ">(0    ,  - 


ÔT  ày 


"^-%f=^<^>-r#-/''^'--^<^'- 
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OU  l'on  a  posé 

D'après  nos  hypothèses,  les  fonctions  j  et  à  sont  ho- 
loraorphes  dans  n. 

Les  formules  (40)  et  (^i.)  donnent  respectivement^ 

et 

(41*)  -j(o)  =  o  ,   ']>(o)  =  o  (pour   .S'  infini). 

Le  problème  est  réduit  à  la  recherche  des  fonctions 
ç  et  -j^;  ces  fonctions   une    fois    déterminées,    on    calculera 

fit   '   à)     P^^    '^^  formules  (39),  et  une  quadrature  donnera  U. 

44.  Suite. —  Supposons  que  notre  problème  admet  une 
solution  telle  que  les  fonctions  ^(Q,  -/(Ç),  i'^(Q,  qui  flui 
correspondent,  tendent  uniformément  vers  des  limites  déter- 
minées, quand  Z  tend  vers  la  circonférence  y  de  ^-  Dans 
ce  qui  suit  nous  nous  bornerons  à  rechercher  les  solutions, 
jouissant  de  cette  propriété. 

Soit  comme  toujours 

^    —  c 

un  point    variable    du  contour    y  et  .p|(C)»   '}|(C')»   ?'I(^)  — les 
valeurs  des  fonctions  '^,^'\>f   ?',   le  long -duf contour,  jj 

Cela  posé,  les  conditions  aux  limites^(28)|peDvent  être 
mises  sous  la  forme  (cf.    form.  (42)): 


(43) 


ou  bien 


"M^  ) 
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(43*)  - 


(»"♦•  r) 


Soit  à  présent  /»  fp  un  p  u  1  }•  n  o  ni  e  quelconque  ne 
s'annulant  ni  dans  ^  ni  sur  y  et  tel  que  la  fonction  ra- 
tionnelle 

n'admette  pas  de  pôles    à    Te  x  t  é  r  i  e  u  r  de  y,   sauf,   peut- 
être,   le  point  à  lintini. 

Cela  étant,   il   est   clair  que  la  fonction 

nadmettra    pas    de  pôles    à  l'intérieur    de    y,    excepté, 
peut-être,  le5pointw^  =  o. 

Multiplions  les  relations  (43*)  respectivement  par 

I  y(s^)<  ±_i^y^ 

Z  désignant    un    point    à    l'intérieur    de  'f,   et  intégrons  le 
long  de  r;  il  vient 


i 


(44)3 


27: 


^     ri      ^«-S./'\  ,  PCC')»(Î')     '/i\  /^'n     /-r'xl   ''^' 


I   r(«+»v)p(ç')^^/ 


_  I    r("+j^)j^ 


1 
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D'après  le  corollaire  du  t/*3  (p.  18)  les  dernières 
'  onrlitions  sont   équivalentes  aux  conditions  (43*). 

A  présent  le  calcul  de  -jCQ  et  '|(Q  no  présente  aucune 
difficulté  comme  on  va  s'en  assurer. 

45-  Suite. — Soit  /f  le  degré  de  i)(^)  et  m  -  la  multi- 
plicité du   pôle  ■^  =  0  de  la  fonction 

< )n  aura 

,";( 'VM:.)  =  !':-^/îr;; -...-+- ^'' -H...  a  rinteneur  de  r) 

pi  ^  a)(\,  )       ,  ,  . 

?  ^^^     co',-)     -  :"•  ^  ;«-'     ••■--; 
*^'*^)  ^  B,';-+-B,^0{1]    i'à  l'extérieur    de  r) 

-.?    iy)--^_j--^      -^1-,    -H  .-!„..,         -4-... 

(La  dernière  formule  est  une  conséquence  de  l'une  des 
conditions  (<o*)  ou  Tm*)). 

Les  constantes  ^i,  B»  et  leurs  conjuguées  Ak,  Bk 
>ont  formées  de  la  manière  suivante: 

Si  l'on  pose 
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(46)  :p(Ç)  =  (a,  H-*a',j— (a,-|-ia/)Ç-h...    (dans    a) 

et 

(Al)  •-!> (Ç;  =  fi. -+-'P',)-+- (p. +■*?'.) Ç -+-...  » 

alors  les  constantes  ^4o,...,^l,/,,  ^4,,..., .-!;,  sont    des    combi- 
naisons linéaires  et  homogènes  de  quantités 

(-48)  a,,    a'o,...,    a,,^,,    a'„  +  ,, 

et  les  constantes  Bo,...,   B„,   J5o,.-.>^t.  — des     combinaisons 
linéaires  et  homogènes  de  quantités 

^^8*)  3„    p\,...,    ^,„    .6',,. 

Les  coefficients  de  ces  combinaisons  linéaires  se  cal- 
culent par  des  opérations  tout  à  fait  élémentaires;  les 
quantités  (48)  et  (48*)  elles-mêmes  restent  encore  indé- 
terminées. 

Cela  posé,  les  formules  du  //*4  (Ch.  1)  nous  donnent 
immédiatement 

(W    ^  (OM  ç  )  -  ;-.  -  r.--V  -•••--   -^  ^(t)  co>(çT  ^  ^^^ 

_  ^"  _        —''^*—    ^      r(u—iv)p(ç  )      / 
Y 
(5«;  /i,.  ;"  ^  //„_ ,  r«- .  ^  . . .  ^  i^,  ;  ^  B,  ^-  j ^  Ç«  ^  . . . 

-H  ^,  ^ -h ^  ^ P (Q 9 (Q  =» ^^. j  — çri:|-^    <iC  • 

Y 

/>(!;)  ne  s'annulant  pas  dans  a,  la  dernière  formule 
donne  pour  ••^(Ç)  une  expression  holomorphe  dans  a.  En 
remplaçant  rpH)  par  cette  expression  dans  (19),  nous  trou- 
verons l'expression  pour  'hiQ. 
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Mais  cette  dernière  expression  ne  sera  pas,  en  géné- 
rai, holomorphe  dans  a,  si  les  constantes  (-48)  et  (48*)  ne 
sont  pas  choisies  d'une  taron  convenable. 

46.  Détermination    des    constantes. -Les    constantes 

(48)  et  (-|8*)  doivent  être  choisies  de  telle  façon  que 

1*  -l^iZ,)  soit  holomorphe  dans  7, 

2*  les  quantités  Ao,...  B^  représentent  effectivement 
les  coefficients  des  développements  de  fonctions  qui  figu- 
:cnt  dans  les  premiers  membres  de  formules  (45),  quand 
on  y  remplace  ^(Q  et  -hQ)   par  les    expressions    tirées  de 

(49)  et  (5t>,) 

3°  entiin,  il  faut  (jue  les  conditions  (40*)  ou  (41*) 
(p.  103)  soient  vérifiées. 

Si  nous  parvenons  à  satisfaire  les  conditions  nommées 
ci-dessus,  et  s'il  vient  en  outre  que  les  expressions  pour 
-j  (Ç),  /  (0,  -IÇC,)  tendent  uniformément  vers  leurs  limites, 
rjuand  !^  tend  vers  le  contour,   le  problème  sera  résolu. 

Mais  la  dernière  condition  sera  satisfaite,  si  u{s)  et 
i'(*)  sont  des  fonctions  de  l'arc  s  continues  avec  leurs 
dérivées  jusqu'au  deuxième  ordre.    En  effet,   les  intégrales 


tendront  alors  vers  des  limites  continues,  lorsque  Z,  tend 
rers  le  contour;  c'est  une  conséquence  du  théorème  du  n*2, 
Ch.   I  (p.  14). 

Or,   il  est  claii-  que   les  formules  (49)    et    (5o)    donnent 
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pour   -.p(Ç/,   ?'(^),   -y.O    les  expressions  linéaires    en  -7,    /,, 
avec  les  coefficients  rationnels  en  Z„   ne    devenant  pas 

infinis    sur  y*'-    Notre  affirmation  est  donc  démontrée. 

Il  reste  à  présent  à  satisfaire  les  conditions  (i*  — s»). 
Ces  conditions  nous  donneront  un  système  des  équations 
algébriques  linéaires  pour  les  constantes  (48)  et  (-18*).  En 
effet,  pour  exprimer  les  conditions  en  question,  calculons 
d'abord  les  (m-f-2)  premiers  coefficients  du  développement 
de  l'expression  pour  -piQ  tirée  de  (5o)  et  écjalons  ces  coef- 
ficients aux  (juantités  aj -f-ta'i(/i'  =  o,...'w -4- 1)  respectivement. 
En  séparant  les  parties  réelles  et  imaginaires  dans  ces 
égalités,  nous  obtiendrons  le  premier  groupe  d'équations, 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  a  et  ,3. 

L'exécution  effective  de  ces  opérations  ne  présente 
aucune  difficulté,  car  l'intégrale  du  second  membre  de  la 
formule  (5-)  admet  le  développement  très  simple: 


II 


^  'J  o  J  o 

*)  En  effet,  p  {Q  par  hypothèses    ne  s'annule  pas  sur  7;   il    s'en- 
suit   que  la  même  chose  a  lieu  pour    pi^,)~^p{^)  ■ 
De  même,  l'expre.ssion 

P  (  '  )^^ 

ne  devient  pas  infinie  sur  y,  car  par  hypothèses  '»'  (?)  ne    s'annule    pas 
.snr  7. 


i 
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La  structure  même  de  la  formule  {Se)  nous  montre 
(|ue  le  système  des  équations  qu'on  obtiendra  de  cette  fa- 
(.-on  sera  lint^uiri'  en  a,  p  et  que  les  membres  constants 
seront  des  combinaisons  linéaires  des  parties  réelles  et 
imajîinaires  des  coefficients  du  développement  (5i)  (d'un 
nombre  fini  de  ces  coefficients,  bien  entendu);  ii  est  clair 
d'après  la  formule  (5i)  (|ue  ces  membres  constants  auront 
la  forme 

I  {X(^j«-hît(^)r}dv^  , 
^  o 

/.(>),  ;i(i>-j  désignant  des  fonctions  bien  déterminées  de  3- 
ou,   ce  qui  revient  au  même,   de  l'arc  s  du  contour  C. 

En  supposant  les  équations  précédentes  satisfaites, 
procédons  de  la  même  façon  avec  l'expression  pour  '\>i.O- 

Les  équations  du  premier  groupe  étant  supposées  sa- 
tisfaites,  le  développement    de    la    dernière    expression    ne 

contiendra    pas     de     puissances    négatives    de  !^,   car  p{^] 

contient  ^"  en  dénominateur  et  d'autre   part  l'expression 

s  '  "  *         oVt  - 

f>'rçj      ^  ^^'     ;"•     •••     T 

sera,   par  la  défiiiiti«>n  même  des   Ak,   liolomorphe  au    point 
—  a. 

On  obtient  de  la  sorte  un  second  uroupe  d'équations 
linéaires  analogues  aux   précédentes. 

La  condition  3*  se  réduit  dans  le  cas  du  domaine  in- 
fini aux  conditions  suivantes 

5t,  =  a,  =  i3.  =  i^,' =  o 
et  dans   le  cas  du  domaine   fini,— aux  suivantes 
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X,  =  x\  =  0,    a,  -l' ,  —  a' ,  J ,  =  •  , 
OÙ  l'on  a  posC^ 

(o'(o)  =  ^,  -+-il\. 

Enfin,  on  satisfera     la   condition  i*,  en  exprimant  que 

'i(s)  reste  finie  pour  tous  les  zéros  de   i)(l]  qui    se     trou- 

rent  dans  7.  Cela  donne  encore  un  système  d'équations 
linéaires,  parfaitement  :inalo^ues  aux  précédentes,  dont  la 
formation  effective  n'exige  que  des  calculs  élémentaires. 

En  définitive,  nous  obtiendrons  un  système  d'équa- 
tions linéaires  dont  les  termes  constants  ont  la  forme  in- 
diquée plus  haut. 

Ce  système  ne  peut  pas  être  indéterminé, 
€ar  nous  savons  que  la  solution  est  unique,   si  elle  existe. 

Au  contraire,  ce  système  peut  être  incompatible,  et 
l'élimination  des  inconnues  conduit,  comme  on  sait  d'après 
la  théorie  des  déterminantes,  à  une  ou  plusieurs  conditions 
de  compatibilité  de  forme 

les   Gk  désignant  les  termes  constants   des    équations  et  les 
Ai  — des  nombres  constants. 

Si  Ton  se  rappelle  la  forme  des  C\,  on  verra  aisé- 
ment que  chaque  condition  ci-dessus  peut  être  mise  sous 
la  forme 

/"  2T. 
^  o 

OU  bien,   en  revenant    au    plan  r/y  , 

(52)  J  {Xis)i,{s)-^~iJ.(s)v(s)\is  =  (), 


I 
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u9),  y.(s)  (iésijûjnaiit  des  l'onction  bien  détorminf^es  de  l'arc 
de  C;  la  forme  de  ces  fonctions  dépend  uniquement  de  la 
forme  du  contour  C.  C'est  ce  qu'on  devait  attendre  d'après 
les  théorèmes  généraux.  Dans  le  cas  du  domaine  fini,  ces 
conditions  se  réduiront  à  une  seule  conditioiT  (30),  et  dans 
le  cas  du  domaine  infini  — aux  conditions  (31). 

m -EXEMPLES. 

47.   Aire  circulaire. — Supposons  que  le  rayo»  dm  cer- 
cle est  égal  à  un.   Alors 

et  nous  pouvons  prendre 

Les  formules  (43*)  donnent 

•HO-^-ç-,?'(:')-H?(ç,)  =  «-iv , 

']»  (^)  -^  ^'  ?'  (^/  )  -+-  7  ii) = "  ^  »• . 

Si  l'on  pose*) 
l'application    de  la  méthode  exposée  donne  immédiatement 

T 

P,-.,3,-ha.,-K2(a,-»a.)-Hqp(!;)  =  ^^.  J  .._:r 'C  • 

V 

*l,Les  eondition.s  (40*)  donnent 
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La  comparaison  des  thermes  constants  et  du  premier 
degré  dans  la  dernière  formule  donne 

2  a,  =  /     (u  COB  ^  -I-  (•  rîin  O")  dt^    , 

2TZ     I      ^ 

Jo 
o=  /    (  —  M  sin  9" -H  j;  eos  ^)  d^  . 

271     / 
J   O 

La  dernière  condition  n'est  que  la  condition  néces- 
saire (30)  du  ^•40. 

La  comparaison  d'autres  termes  permet  de  déterminer 
chacune  des  constantes  séparément;  or,  il  est  inutile  de  le 
faire,  car  les  valeurs  des  combinaisons  nécessaires  sont 
déjà  obtenues.  Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions 
pour  9  et  'i>,   nous  obtiendrons  en  définitive 

27:,  J    s-,    -        4nJ^' 


-    '      /    (« 

K.'  *- 


^271 


(27Î  \ 

(w  C08  ^-f-  V  sin  9")  dO"   >  . 


1 
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48.  Limaçon  de  Pascal*) -Si  l'on  pose 

ou     obtient    l;i     repré.sentation    conforme     de    l'aire     finie, 
limitée  par  le  limaçon  de   Pascal: 

X  =  008  i^  -H  a  C03  2^"^     y  =  sin  0"  -t-  a  sin  2^ 

sur  le  cercle  de  rayon  u/f.    L'application     de    la  méthode 

e.xposée  donne  des  formules  presque  aussi   simples  que    les 

précédentes;   nous  laissons  au  lecteur    le    soin    de  les    dé- 
duire. 

49.  Plan  Infini  avec  un  trou  elliptique**).— Posons 
comme  au  /f'55,   Ch.   II  (p.   84) 

(53)  ..  =  wQ=:M;-^f), 

ou  bien 

(53*  j  x  =  b{p-^~)  cos  0- ,  y  =  Mp  -  ''  )  ^in  ^, 

où    "^1,     &  >o. 

Nous  obtiendrons  de  la  sorte  une  représentation  con- 
forme sur  le  cercle  s|=^^  du  domaine  S  formé  de  la  por- 
tion du  plan,  e.xtérieure  à  l'ellipse   G: 

')  Ce  cas  a  été  considéré  par  .1/.  Ahntinsi.  (Rendiconti  del  Cir- 
çolo  Mat.  di  Palermo,  T.  XIII,  1899,  pp.  245—255). 

**)  M.  Hoyffio  indique  dans  sa  note  .Construzione  mediante 
inti'irrali  definiti  di  fnnzioni  armoniche  o  poli — armoniche  nell'area, 
esterna  ad  un  ellise...  (Rendic.  d.  R.  Ace.  dei  Lincei.  5  S.,  vol.  XI,  1902) 
un  procédé  par  lequel  on  pourrait  résoudre  le  problème  pour  ce  cas: 
«•e  procédé  consiste  à  le  réduire  par  inversion  au  cas  du  limaçon  de 
Pascal  et  d'appliquer  la  méthode  de  M.  A  Imansi.  Or  il  parait  qu'il  .se- 
rait très  diificile  d'obtenir  la  solution  complète  par  cette  voie. 
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Les  formules  (^43*)  donnent 

Multipliant  pai"!  ..,*^  et    intégrant     suivant    y»     nous 
obtiendrons   (''•4) 

puisque  on  a  d'après  la  formule  (41*) 
(56)  a,  =  a',  =  ;3,  =  [3',  :^  o  . 

Les  formules  précédentes  donnent 

(5?)  " 

'^  ^-^  -  2ni  J  >'  -ï  ^^  -      V-'ct-  2ni.  J  Jx'-lV    "^  ' 
Y  Y 

Il  reste  à  exprimer  encore  que  la  condition  (56)  est 
vérifiée,  car  nous  nous  sommes  servis  de  cette  condition 
en  déduisant  les  formules  (07).  La  condition  (56),  qui 
exprime  que  :p  To)  —  <];  (o)  =  0,   donne 

Ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisan- 
tes pour  l'existence  des  solutions;  comme  on  voit,  le 
théorème  énoncé  dans  le  n*42  est  vrai  pour  le  cas  envisagé. 


Ô4     5y.  ôr'^i  1  il. -KxoniplfS.  Hô 

Notre  solution  est  telle  (juc 

(59'  :''=o(-îi,  "' =o('). 

Si  la  condition  (58)  n'est  pas  vérifiée,  alors  il  n'existe 
pas  de  solution  jouissant  de  cette  propriété.  Mais,  comme 
il  a  été  montré  dans  le  ^/•42,   il    existe  toujours  une  solu- 

ai  ri  I 

tion    telle  que  les  dérivées  partielles        ,    ,    .      restent  bor- 
nées,    sans     s'annuler  nécessairement  à  l'infini. 

Et  en  effet,  on  déduit  aisément  les  formules  qui  don- 
nent la  solution  dans  Je  cas  irénéral.   Voici  ces  formules: 


(57*; 


r  Y 


r  Y 

elles  diffèrent   des  formules  (5?)  par  une  constante    additive 
<]ans  l'expression  de  -^i^). 

50.  Quelques  autres  contours.  — Comme  il  a  été  re- 
marqué dans  le  y/*34,  Cli.  II,  il  est  possible  d'effectuer  au 
moyen  d'une  fonction  rationnelle  la  représentation  conforme 
sur  un  cercle  d'un  domaine  qui  est  formé  du  plan  entier, 
sectionné  le  lonji;  d'un  arc   du  cercle. 

L'application  de  notre  méthode  permet  d'une  manière 
simple  de  résoudre  le  problème  biharmonique  relatif  à  ce 
raaine.  En  particulier,  quand  uu  lieu  d'un  arc  circulaire, 
le  plan  est  sectionné  h'  long  d'un  serment  de  droite,  par 
€x.,    le  long  du    seijment 
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alors  la  solation  s'obtiendra  d'après    les    formules    (67)    ou 
(57*),   où  l'on  doit  poser  a  =  i  ,     b='    , 

Ainsi,  p.  ex.,  il  est  aisé  de  trouver  la  fonction  de 
Green  pour  un  pareil  domaine.  Si  l'une  des  extrémités  du 
segment  s'éloigne  à  l'infini,  on  obtiendra  la  fonction  de 
Green  pour  un  plan,  sectionné  tout  le  long  d'une  demi- 
droite.  Ce  cas  particulier  a  été  considéré  par  M.  Ha- 
damard*)  qui  a  appliqué  la  méthode    de    M.   Almansi. 

Mais  la  méthode  de  M.  Almansi  ne  s'appliquant  pas  aux    | 
domaines  infinis,  M.   Hadamard  a  été  obligé  de  suivre  une 
voie  détournée,   en  considérant    le    cas  limite    de  l'aire  du 
limaçon  de  Pascal. 


*)  J.  Haddmanl.   Mémoires    prés,    par  divers   savant^   à  l'Ac.  des 
Se.  <le  l'Iiist.   de    France,  t.  XXXIII,  .Y.  4. 
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C  H  A  P  l  T  i:  K    IV. 

l^ROBLKME  A  DEUX  DIMExNSIONS  DE  LA  THEORIE  DE 

L'ELASTICITE. 


C'est  dans  la  théorie  de  l'élasticité  que  l'équation 
biharmonique  trouve  les  applications    les  plus  importantes. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  mentionner  deux  cas  seu- 
lement: le  problème  de  l'équilibre  d'une  pla(|ue  élastique 
iincastrée  (envisairé  au  pcânt  de  vue  de  la  théorie  appro- 
chée de  Kirchhoff)*)  et  le  problème  connu  sous  le  nom 
<\q  problème  à  deux  dimcn&ions. 

Or,  le  premier  de  ces  problèmes  se  réduit  immédia- 
tement au  problème  envisagé  dans  le  Chapitre  précédent*^'). 

Le  deuxième  problème  qui  présente  un  intérêt  beau- 
coup plus  considérable  est  envisagé  dans  le  Chapitre  pré- 
sent. 

I.-(iKNKRALITÉS  ""■). 

51.  La  mise  en  équations. -Les  équations  du  pro- 
Mèrne   à  deux    dimensions    sappliquent,    comme  on  sait,  à 

*)  Cf.  l'article  de  O.  Tri/ttHf  et  A.  Timpe  dans  rjJiicif/clopfidic  (1er 
Math.    Wiss.  Bd.   IV,  25,  Nr.  U  b. 

•*i  Cf.  p.  ex.,  a.  Laurirt'lla,  I.c. 

'  *)  Voir  en  f,a'néral,  .1.  A'.  //.  Loir,  Lelirbucli  (1er  Klastizitat 
Deutsch  von  A.  Timpc)  Lpz.  1907.  Kap.  IX.  Voir  aussi  Enculci.  d.  Math. 
ir/.s.s-.  (V.  25.  Nr.  11  et  •/.  //.  Mnlnll,  On  tlie  direct  détermination  of 
>tres>...  (liOnd.  Math.  Soc.  Proc,  vol.  X.XXlj. 
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(Fonn. 


deux  cas  différents:  à  réquilibre  élastique  d'un  cylindre 
droit  liomoijène  d'hauteur  finie,  dont  la  déformation  est 
soutenue  plane  (les  déplacements  étant  parallèles  aux  bases), 
et  à  réquilibre  d'une  plaque  élastique  mince,  dont  le  con- 
tour est  soumis  aux  efforts  au:issant  dans  le  plan  de  la 
plaque  (,verallgemeinerter  ebener    Spannungszustand"). 

Soient  x^,  x,,,  r^  les  composantes  de  la  tension,  pa- 
rallèles au  plan  xn  et  n^,  v,,, — les  composantes  du  dépla- 
cement. 

Cela  posé,  les  équations  du  problème  à  deux  dimen- 
sions ont  la  forme  suivante*): 


(1) 


X,  =  X 


(2) 


ôXy 

OU, 


O.C 


de 


ôy 


OU,, 

tj, 

'      O.i: 


<^U„ 


dy  ' 


À  et  |j.  désignant  les  constantes  de  Lamé. 

Cela  concerne  le  problème  de  la  déformation  plane**). 
Dans  le  cas  de  la  plaque  mince  les  équations  ci-dessus 
restent  appliquables,  si  par  x^,  ...  ,  *t^,  h„  on  désigne  les 
valeurs  moyennes  des  tensions  et  des  déplacements 
le  long  de  l'épaisseur  de  la  plaque  et  si  on  remplace  À 
par  une  autre  constante  À',   définie  par  la  formule 


•)  Cf.  Love,  1.  c,  §§  144  et    146:    ou   bien,    Eueyklopadie,     IV,  2'> 


Nr.  11. 


')  Rappelons,  <]iie  <lans  ce  cas 


,=  r,  =  o  ,  z,  =  ^ 


(^+^^) 


i^.^^v) 


i 


\ 


I  -H^  1.  — (Jt'TH'raliK's.  J19 

I.es  équations  (i)  et  (2)  doivent  être  vérifiées  dans 
tout  le  domaine  S,  occupé  par  le  corps*).  Les  conditions 
aux  limites  peuvent  être   de  formes  variées. 

Les  cas    fondamentaux    sont  les  deux  suivants: 
I. — On  donne  la  valeur  de  l'effort  appliqué 
tout   le  long  du  contour   Cde   S: 

Xjf  C03  (hx)  -+-  X^cos  (ny)  =  A'„  {s)  , 
X  „  eos  (nx) -i- Y  ^co3  (ny)=  Y„{s)  , 

x„,  Y„  désignant  des  fonctions  données  de  l'arc  du  con- 
tour: ce  sont  les  composantes  de  l'effort,  appliqué  à  l'uni- 
té de  longueur  du  contour,  ;?  étant  la  normale  extérieure. 
2.  — On  donne  sur  le  contour  les  déplace- 
ments: 

(5)  Uj.  =  u^  (s),     ,ly  =  H„  (s), 

//^(s),  u^(s)  désignant  des  fonctions  données  de  l'arc  du 
contour. 

Les  fonctions  x^,  x,^,  r^,  u^,  «,,,  sont  supposées  uni- 
formes et  régulières  dans  le  domaine  considéré. 

C^uand  le  domaine  6'  est  infini,  nous  supposerons  de 
plus,   que 

f6)  X,  =  0(;),    X,,  =  0(;.J,     V,  =  0(;.)       (r=V^.'+.v'J. 

II  est  à  remarquer  que  les  déplacements  correspon- 
dants à  telles  tensions  peuvent  néanmoins  être  non  bor- 
nés pour  les  points  très  éloignés;  à  savoir,  il  peuvent 
croitre  comme  Igr. 

On  pourrait  faire  une  convention    complémentaire,   qui 

*)  Par  le  domaine  S  nous  entendons  une  section  quelconque  du 
<orps,  parallèle  aux  basées. 
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exclue  la  possibilité  de  tels  déplucenients,  mais  pour  plus 
de  généralité  nous  nous  bornerons  à  supposer  que  w^,  f/^. 
croissent  comme  Igr  au  plus.  D'ailleurs  on  admet  en  pra- 
tique des  solutions  pareilles. 

52.  Résumé  de  formules. -On  sait,  que  la  solution 
la  plus  générale  du  problème  à  deux  dimensions  peut  être 
représentée  de  la  manière  suivante*): 

,-,  àV        2(À-f.2!i)  OV        aCÀ  +  ^IJ-) 

6'^  désignant  une  fonction  (fonction  d'Airvj  (|ui  satis- 
fait à  l'équation  biliarmonique 

p  et  (f  étant  liées  à  cette  fonction  par  la  relation  CS)  du 
Ch.  III  (p. 90).  Pour  la  commodité  nous  reproduisons  ici 
les  formules  et  les  notations  (ù  quelques  modifications 
près)  introduites  plus  haut,  nécessaires  pour  la  suite 
(cf.    //«se,   Ch.    III): 

(a)  AAL-=:o, 

(bj  AC^=P(.c,  »/), 

(C)  PC.^,  2/)^ '^.^e»,  2/)  =  /,(-), 

<d)  .W    f^{^)dz  =  p-^iq-^■^^{^)^ 

")  Lon-,  l.c,  s;  144.  Four  la  commoditr  nous  reproduisons  iei  les 
notations  de  Love,  en  comparant  avec  les  nôtres: 

Nos  notations       X^ 
"Soi.  fie  Love        X, 


X.  j 

^M 

«X 

2(X  +  2|l)          2(À  +  2|i; 

A', 

y. 

» 

'"!•/.!       5       ■       1 
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Nous  poserons  encore  pour    abréger   l'écriture 

<g)  -/.(-)=  !  /■.(-J=<i'.(') ,  •V.r<)  =  'i\(.^). 

4 

Ajoutons  à  ce  Tableau  encore  quelques  formules,  dont 
la  signification  sera  expliquée  plus  bas: 

(h)  '  =  ">(:>, 

Il  est  facile  d'exprimer,  daprès  les  formules  (e),  (7), 
(8)  les  déplacements  et  les  tensions  par  les  fonctions  de  la 
variable  complexe  ~". 

Or,  nous  préférons  de  donner  des  expressions  non 
pas  pour  ces  grandeurs  elles-mêmes,  mais  pour  leurs  com- 
binaisons linéaires  simples. 

La  formule  (8j  de  ce  //»  et  la  formule  (39)  du  Ch.  III 
<p.    102)  nous  donnent  aisément 

<9)  —  2|i  (  u^  —  i  II,,)  ^'b.iz)-^  :  'j',  (s)  ^  k  z  ,(■)  , 

OÙ.  l'on  a  posé  pour  abréger  l'écriture 

<9*)  ^^^_2(X4..,)^_>.  +  3:^ 

Ensuite 

<10)  -V,-f.r„  =  2l-^'.«r)-4-  .:',(-j}=2{(^,(^)-^-<^,(■;j[    . 

=  -21  {«l'.  (.0-4-  :  iV',(.^)\   ; 
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ces  dernières  formules  coïncident  en    substance  avec  celles 
de  M.   Kolosov*). 

53.  Étude  des  fonctions  introduites.  — truand  l'état 
des  tensions  du  corps  est  connu,  la  formule  (lo)  détermine 
complètement  la  partie  réelle  de  «J),  (^).  Par  suite,  cette 
fonction  elle-même  est  déterminée  à  une  constante  additive 
purement  imaginaire  (»  a)  près;  la  formule  (n)  détermine 
alors  complètement  la  fonction  *l^\c^~)  puisque  d)',  (^)  ne  con- 
tient plus  la  constante  arbitraire. 

Ensuite,   la  fonction 

est  déterminée  à  une  expression  de  la  forme 

près,   a,   ,b,   Y,   désignant  des  constantes  réelles. 
D'une  façon  analogue  la  fonction 


'L,(^)=  fn^,U)d^ 


est  déterminée  à  une  constante  ^, -f-ïY,  près. 

On  en  déduit  au  moyen  de  la  form.  (9)  que  les  dé- 
placements i(^,  u,i  sont  déterminés  respectivement  à  des 
expressions 

a  (  I  — /,•  /.:  I 

■'  2|1  2|i   '  21i.   *  ' 

près. 

Mais  le  déplacement  (w»*,  u^y)  n'est  qu'un  dépla- 
cement   d'ensemble    du  corps.   Par  suite,   le  clioix  des 

^)  G.  Kolosov,  Ouvrages  cités  dans  la  note  de  la  p.  7. 
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constantes  «,  ,5,  Yi?i,Yt  n'a  aucune  influence  sur  la  défor- 
ïFiation  du  corps;  seulement  la  position  du  corps  dépend 
de  ces  constantes. 

Quand  ce  sont  les  tension*-  qui  sont  doFinées  au  con- 
tour, alors  on  peut  attribuer  à  ces  constantes  des  valeurs 
particulières    arbitraires    sans  lestreindre  la  généralité  *). 

Mais  (juand  ce  sont  les  déplacements  périphériques 
({ui  sont  donnés,  alors  ces  constantes  ne  sont  pas  entière- 
ment arbitraires;  à  savoir,  il  est  évident  d'après  la  form. 
12)  que  si  l'on  attribue  des  valeurs  arbitraires  à  3,  et  y.» 
les  constantes  a,   3,  y  seront  complètement  déterminées. 

Considérons  à  présent  séparément  les  cas  du  domaine 
tini  et  infini**). 

!•.— Lorsque  S  est  fini,  les  fonctions  d>,,  "F,, 
i,,  -p.,  seront,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer,  holo- 
morphes  dans   .S'. 

D'après  ce  qui  a  été  dit,  on  voit  aisément  que  dans 
le  cas,  où  les  tensions  périphériques  sont  données,  on  peut, 
sans  restreindre  la  généralité  supposer 

V 

'•,e  qui  revient  a  attribuer  les  valeurs  convenables  aux  con- 
stantes 

*»    .^»    Y»    .^n    ïi- 
Lorsque  ce  sont    les    déplacements    périphériques    qui 
sont  donnés,   on  peut  disposer  seulement  des    constantes  ,3, 

*)  Sauf  le  cas  du  dumaine  infini,  lorsque  une  petite  restriction 
'st  nécessaire;  voir  plus  bas. 

**)  Nous  supposons  comme  toujours  que  le  point  ~--o  est  à 
l'intérieur  de  S  lorsque  >^  est  fini  et  à  l'extérieur  de  >?  dans  le  ca^ 
contraire. 
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et  Yn  6t  avec  les  valeurs  convenables  de  ces  constantes 
on  aura 

(M)  'i.O-.)  =  n. 

2'. — Lorsque  S  est  infini,  on  déduit  aisément 
d'après  les  conditions  (6)  et  la  formule  (k)  que  <T'i(^)  est 
holomorphe  dans   S  et  de  plus 

Or  si  a 4=0,  alors  nous  (jbtiendrons  pour  '^i(^)  lex- 
pression  qui  croit  comme  -r  ce  qui  contredit  à  notre  hy- 
pothèse, d'après  laquelle  les  déplacements  croissent  comme 
Ig  1^1  au  plus.    Par  suite   nous  devons  toujours  supposer 

(i5)  <I),  (?;  =  ()(  ]]  . 

Cela  étant,  nous  aurons 

ii-hib  désignant  le  coefficient  de  -;-*  dans  le  développement 
de  <I>,(^)  et  -Jt'is)  étant  une  fonction  holomorphe  dans  S 
telle  que 

Ensuite,    la  formule  (n)  montre  ijur 

oi)  «r.(.)  =  o(;) 

et,   par  conséquent, 

(i8)  .l^(,j^(a,-h  ib,)  1er  s^p,-^ iY.  +•  'h*  (-')  . 

-^,«  {2)  étant  une  fonction  holomorphe  dans   S  telle  que 
et  «,,    h^  désii'nant  des  constantes  réelles. 
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Quand  les  tensions  périphériques  sont  données  on  peut 
supposer  sans  restreindre  la  généralité 

i^9)  ?s=Y  =  .5,  =  V.  =  t'  , 

et  lorsque  te  sont  les    déplacements    (jui  sont  donnés,     on 
peut  seulement  supposer 

(19^^)  ?.  =  ri  =^1  . 

De  plus  on  s'assure  aisément  d'après  la  formule  (g) 
(jue  pour  l'uniformité  des  déplacements  la  condition  suivante 
est  nécessaire  et  suffisante: 

2  ~i  {il  i  -r-  /6,)  —  2  ~i  Je  (a  —  tft)  =  0, 

OU  bien 

(20)  a,  —  ka  =  o  ,    bj  -r-  kb~o  . 

54.  Coordonnées  curvilignes.  — Il  est  souvent  commode 
de  se  servir  des  coordonnées  curvilij;nes  définies  dans  le 
^"30  (p. 78):   rappelons  ici  leur   définition. 

Soit 

la  fonction  qui  représente  d'une  façon  biunivo(iue  l'aire  ^^ 
sur  le  cercle  jî^l^i  et  dont  nous  nous  sommes  beau- 
coup de  fois  servi.  Aux  cercles  ?  =  const.  et  aux  demidroi- 
tes  0=  const.  du  plan  des  ^  correspondent  dans  le  plan 
des  z  les  courbes  ortogonalos  ?  =  const.  et  i>  =^  const.  que 
nous  prenons  pour  courbes  coordonnées. 

Les  normales  aux  courbes  p^  const.,  x»*^  const.,  me- 
nées respectivement  dans  les  sens  des  ?  et  des  t)-  croissan- 
tes, forment  un  système  d'axes  dont  la  disposition  mutuelle 
«st  celle  des  axes  x  et  //  (fig.   8,   p. 70). 

Soient  ?/&,   ?/;>  les  composantes  du  dé})lacement  suivant 
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les     axes      ?     et     x)-.     Nous     aurons,      comme     au     ?/*30, 
form.  (pfi)  ('p. "9) 

(22)  Up  -  in  IV  =  (u^  -  /»<,)  !"^^^yj     *    , 

d'où  on  déduit  à  l'aide  de  form.   (9) 


où  l'on  a   posé 

Passons  à  présent  aux  tensions. 

Soient    ??,    0-^,    p^*)  les  composantes    de    la  tensio» 
rapportées  aux  axes  ?,    ^. 

Les  formules  de  transformations  des  axes  **j  , 

pp  =       X^  C08*  a  -4-  Yy  sin*  a  -f-  2  X^  sin  a  cos  a, 

•ô-x^ss       X^  8in»  cc-hYg  C03»  a —  2  X^  sin  a  cos  a, 

pO-  =  (  —  X^  -4-  r,  j  sin  a  cos  a  -H  Xj,  (cos*  a  —  sin*  a), 

où  a  est  l'angle  de  l'axe  ?  avec  l'axe  x   (cet    angle    étant 
mesuré  dans  le  sens  direct  à  partir  de  Taxe  x)  donnent 

(25)  ^-hi^^-=X^-hT,  , 

(26)  2^-h*(^-^)-{2X,-^»(x^-r,)}e*'*  ***j 
on,   d'après  les  formules  do)  et  (n), 

j  Nous  adoptons  ici  les  notations  do  Lore  {].c.\  Kappe- 
ions  que  la  signification  des  grandeurs  introduites  est  la  suivante: 
si    l'on    fait    coïncider    les    axes     a;,    //    avec      .->      et     ^,       on    aura 

9P=^A,    P^  =  ^»,    **=!', 

**j  Love,  l.c,  Ch.  II,  §  49. 

■***)  Ces  formules  sont  dues  à  If.  Kofosor  (1.  c).  vSi  je  ne  me 
trompe  pas,  elles  ont  été  données  aussi  par  -/.  H.  Michell. 


->2— 29J  I.— Généralités.  127 

(27)  P?-H^  =  2{(I>.(5)+-.1>.(:)1    , 

(28>  2 p9"-T-t(pp  — t  a'0')=  —  2» {•i",r^)-+- ?  «p',(^)}e»'«  . 

Si  l'on  pose  (formules  (j)  du  //•52) 
(j)  <E).0t>(O)  =  OQ  ,  ^l'.(a>(Q)  =  »r(Q, 

daprès  les  formules: 

(p.    79)  on  aura 

(27*)  p?-+-9^  =  2{(P(o-4-*i'(:)î  , 

C28*)  2^  -^.c^-^)  =  _  ,^'y  jwQ «'(:)-♦- (i>'Q»u)|  . 

Il    est    bien      facile  d'en  déduire  les  valeurs    de    p?   , 

O-»-,  pi>,   en  séparant  les  parties  réelles  et  imaginaires. 

Remarquons    encore     une     formule    utile.     On    déduit 
d'après  (27*)   et  (28*): 

(39)    pp  -ip^  =<ï)(s)-+-'K:)-^„'(.jl^'Q''>'(;)--a)'Q'^(OJ  . 


Fig.  9. 
Cette  formule  nous    donne    les    composantes    normales 

(pp)  et  tangentielles  (p*)  de  l'effort  appliqué  à  l'unité 
de  longueur  de  la  courbe  p  =  const.,  du  côté  de  la  direc- 
tion positive    de    laie  p    (fig.   9).   Une  autre    formule,    qui 
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<lojnie  les  composantes  normales  et  tangentielles  de  l'ett'ort 
appliqué  à  l'unité  de  longueur  d'une  courbe  quelcon- 
(jue,  est  aussi  utile.  Soient  X  et  T  les  composantes  de 
l'effort  estimées  resprectiveraent  sur  les  directions  positives 
de  la  normale  et  de  la  tangente;  on  suppose  que  ces  deux 
directions  sont  disposées  mutuellement,  comme  les  axes  ' 
et   //. 

Cela  posé,  en  remplaçant  dans  les  formules  (27;  et  (28) 
P?   par  y  et   ?^  par   T,  nous  obtiendrons 

X  désignant  l'angle  de  la  normale  avec  l'axe  x,  compté  dans 
le  sens  direct. 


II.— SOLUTION  DU  PROBLÈxME  POUR  LE  CAS  OU  L'ON   DONNE 
LES  TENSIONS  AU  CONTOUR. -PREMIÈRE  MÉTHODE. 

On  réduit  ordinairement  le  problème  en  question  au 
problème  biharmonique  fondamental.  Il  est  aisé,  comme 
nous  le  verrons,  d'effectuer  cette  réduction.  Donc,  notre 
méthode  nous  permettra  de  résoudre  ce  problème  pour  les 
domaines  considérés  dans  le  Chapitre  précédent.  Un  peu 
plus  bas  nous  donnerons  une  méthode  plus  directe,  mais 
à  présent  nous  allons  suivre  la  voie  indiquée. 

55.  Transformation  des  conditions   aux   limites. -On 

peut  écrire  les  conditions  aux  limites  (4)  sous  la  forme 

-    eos(nx)—  -   -     C09  {n;f)~  X^is) 
f)if^  '       ôrôy  '  n     ,  y 
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11  est  clair  que    ces  conditions   sont    équivalentes  aux 
suivantes 

d'où 

(33)  '     .*  i'ur    C) 


d 
dy 


,^=         I      X,d.-^3=<(.), 


«  et  p  désignant  des  constantes  et  .«, — un    point  arbitraire 
sur   C. 

56.  Domaine  fini. — Quand  le  domaine  S  est  fini,  alors 
^— ,  ^  ,  U  sont  des  fonctions  uniformes  et  d'après  la 
formule  (33)  on  devra  avoir 

(34)  f  X„di^   fY„ds  =  o. 

c  c 

De  plus,  la  condition  (30J  du  Ch.  III  (p.  97)  qu'on 
peut  écrire  sous  la  forme 

/  ude-hcdy^o 

donne  à  l'aide  de  l'intégration  par  parties 

/    X  du  -h  y  de  =  V  , 

C 

d'ot,  en  substituant  les  expressions  (33), 

(35)  J{xY^-ifX„)ds  =  o. 
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Les  coiuîitions  (34)  et  (35)  sont  nécessaires  pour  l'exis- 
tenre  d'une  solution.  Elles  expriment  le  fait  évident,  que 
la  résultante  générale  et  le  moment  résultant  des  tensions 
extérieures  sont  nuls. 

Aux  constantes  a  et  3  on  peut  donner  des  valeurs 
arbitraires,  puisfjue  l'addition  k  U  d'une  expression  de  la 
forme  ■xr^^i^  ne  modifie  en  rien  la    déformation  du  corps. 

Les  fonctions  ff(f^),  r(s)  satisfaisant  à  toutes  les  con- 
ditions nécessaires  pour  lexistence  des  solutions  du  pro- 
blème biharmonique  fondamental,  on  peut  compter  notre 
problème  comme  réduit  à  ce  dernier.  Il  existe  une  solution 
unique.*) 

Quand  il  est  possible  de  représenter  d'une  façon  con- 
forme le  domaine  S  sur  le  cercle  Z,  ^i  au  moyen  d'une 
fonction  i-ationnelle  "jC;),  alors  notre  méthode  permet  de 
calculer  les  fonctions  -^C^}  et  'b(^)  à  l'aide  des  intégrales 
définies.  Ces  fonctions  une  fois  déterminées,  on  peut  reve- 
nir à  la  variable  ~-  (voir  ;/'52  p.  120)  et  calculer  les 
tensions  et  les  déplacements  daprès  les  formules  (9;,  fio) 
et  (n). 

Mais,  en  .i^énéral,  il  est  beaucoup  plus  commode  d'in- 
troduire les  coordonnées  curvilignes  et  de  faire  les  calculs 
d'après  les  formules  (23),  (27*)  et   (28*). 

57.  Domaine  infini. -Lorsque  le  domaine  .S  est  infini, 
les  conditions  r34)  et  (35)  ne  sont  plus  nécessaires. 


*)  Bien  entendu,  les  déplacements  seront  déterminés  seulement  i 
un  déplacement  d'ensîemble  du  corps    près. 
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En  (enaiit    compte    des    formules    (16)  et  (18)  et  de  la 
condition  (19).  nous  pourrons  écrire'-'): 


(36) 


=  a  3iii  2  H  —  6  co?  2B  4- (a  —  a,)H-+-fi  —  6,)  Ijç  r -+- 

U*  dt^signant  une  fonction  hihaimonique,  relative  aux  fonc- 
tions et  "',*y  'li*  du  ;/'*35,  (|ui,  par  conséquent,  véiifie  les 
conditions  (21)  du  Cli.  III:  dans  ces  formules  r  et  H  ont  la 
signification  suivante 

r  =  )/  x-^  +.V\    «  =  Arc  tg  ''    . 

D'après  les  formules  (36;,  les  formules  (.s3)  donnent**) 

a 

(37) 

[''li~i^vL  \/^'* '*'="'' ''^""'''^  • 


Ces  formules  avec   les  formules  (^oj: 

(t^  =  k^n  .     6,  =     -  Icb 

déterminent  compIèt(!ment  les  constantes  a,  b,  a,,  Z»,;  à 
savoir,  si  par  (X,  >')  nous  désignons  la  résultante  géné- 
rale des   eftorts  appliqués   au  contour,   nous  aurons 

*''^^    ''^arrri-/.)'  ''=27.  <.--/.)'     "'  =  27Ûv=^"Ar)'     '''=--.7r(7-^- 

Remarquons,   en   passant,    une    conséquence    immédiate 

de    c.tvs    formules:     ((  u  a  n  d     la  résultante     générale 

'  i  Pour  les  culculs  il  est  commode  de  se  servir  do>  formulos  (539) 
du  »i'43  ip.  102). 

*•)  Pour  les  notations  voir  le  ««8  (p.  :îl'. 
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des  tensions  extérieures  n'est  pas  nulle,  les 
déplacements  ne  peuvent  pas  être  bornés 
à  l'infini:  à  savoir,  ils  croissent  comme  \gr'*).  Cela 
devient  évident  si  l'on  rapproche  les  formules  (9),  (16)  et  (j8j. 
il  reste  à  présent  à  déterminer  la  fonction  U\  Les 
formules  (36)  et  (33)  donnent  les  valeurs  au  contour  des  dé- 

rivées    -3      et      .     ;  ces  valeurs  contiennent  les  constantes 

a.r,  Ofj    ' 

additives  «,  ,3.  On  peut  choisir  ces  deux  constantes  de 
manière  à  vérifier  les  conditions  (31*)  du  *^*42**).  Oes 
conditions  étant  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence 
des  solutions,  notre  problème  est  réduit  au  problème  bihar- 
monique  fondamental  et  admet  une  solution  unique. 

Notre  méthode  permet  donc  de  résoudre  le  problème 
en  question  pour  le  cas,  où  le  domaine  S  est  représen- 
table sur  un  cercle  au  moyen  d'une  fonction  rationnelle. 

Les  fonctions  'f(;j  et  -hit)  une  fois  déterminées,  on 
calculera  les  tensions  et  les  déplacements  comme  au  ;/»  pré- 
cédent. 

58-  Exemples. — Le  problème  en  question  étant  réduit 
à  celui  du  Chapitre  précédent,  on  peut  le  tenir  pour  ré- 
solu complètement  dans  tous  les  cas  qui  y  sont  envisagés. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  donner  quelques  exemples 
de  l'application 'des  formules    (67)    du    wA^.    On    trouvera 


*)  Autant  que  je  le  sache,  ce  l'ait  n'a  encore  été  signalé  par 
personne. 

**)  Nous  admettons  donc  ici,  que  le  théorème  du  «"42  est  vrai, 
ce  qui  est  bien  probable.  S'il  n'était  pas  vrai  pour  quelques  domaines 
particuliers,  le  problème  en  question  pour  ces  domaines  ne  serait  pas 
toujours  possible:  il  existerait  une  condition  de  possibilité  de  la  forme 
(31)  du  ?iM1.    . 


II.— (.as  (les  tensions  (loiiiu'es.— Première  méthode.  J.sa 

daii>  la  dernière  section  de  ce  Chapitre  encore  quelques 
exemples,   résolus  par  une  autre  méthode. 

!•.— Etat  d'équilibre  d'une  plaque  indéfinie 
avec  un  trou  elliptique  fou  une  fente  recti- 
1  i  1^  Il  e) ,  dont  les  bords  sont  soumis  à  une  pres- 
sion uniforme  normale. 

Considérons  le  domaine  formé  du  plan  entier  avec  un 
trou  de  forme  elliptique.  Les  formules  pour  ce  cas  sont 
donnés  dans  le  ^"49  du  Chapitre  précédent  ip.  113). 
Supposons  que  le  bord  du  trou  est  soumis  à  une  pression 
normale  uniforme  P. 

Les  valeurs  de  /^  r  qui  fii'urent  dans  les  formules 
(5^)  du  >/<'49  seront  données  par  des  formules  (33)  du  «'55 
(p.  129).   On  aura  d'après  ces  formules 

n  (i)  ^  —    j^  Y„  d<  =    f^  Pcoadn/)  ds  ^  -  -    j   P  d  i'  ^  ~  Px\ 

.''  et  ;/  désignant   les  coordonnées  des  points  du  contour   C 
Nous    avons    laissé    de    côté    les    constantes  additives 
arbitraires  a  et  ?,   car    les  valeurs    de  i<  et  de  r    satisfont 
elles-mêmes  aux  conditions  (56)  du  //»49.   On  a  en  effet 

X  =6  Ca  -H  I  jcos  i)*  ,   1/  =  —  b(a  —  ï)ain  ^. 

et  par  conséquent 


I         a  d'é'=    I         V  d\}-  =  o. 

/  O  c  '  O 


Cela  étant,   les  formules  (57)  du  ;/''49   nous  donnent 
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Or,   les  intégrales  ci-dessus  se  calculent  immédiatement. 
En  effet,  d'après  la  formule  (53)  du  >/''49  ou  a 

On  en  déduit  pour  les  points  de   (': 

X  ~  11/  ^  6  /;'-+-''  J  =  b(l  -4-  a:;' I  . 

Substituant  ces   valeurs   dans  les    intégrales    précéden- 
tes et  appliquant  les  formules  du  //''4.  nous  aurons 


/.r'  +  i/f'^>      ,^  I       ro'—it/'^,  ^ 


un 


et,   par  conséquent 

Les    fonctions    -j    et    -h    étant    trouvées,    on  calculera 
les  tensions  d'après  les  formules  (//*54j: 

PP_/p"J=(i>Q-h<i.  f:)-^     ^     j.l7:;^,VQ-^-<I)'(:)fo(:)]' 
{■V 

S-+-Î!>=2{4)(;)4-«|.(:)}  , 
où  l'on  doit  remplacer  w(Q,  <d(^;  et  'Ic;;  par  leurs  valeurs: 

r'ig  „VX  VCO 


(0 


Les  déplacements  seront  calculés  d'après  la  formule 
(23)  du  >/''54. 

La  recherche  effective  de  tensions  et  de  déplacements 
n'exige  donc  que  des  calculs  tout  à  fait  élémentaires."  Bor- 
nons nous  à  calculer  ces  grandeurs  pour  le  cas  limite  (/  =  i. 


Aj 


11.— Cas  (les  tensions  donni-es.— Fremiôie  nu-tliod»- 


1^ 


Nous  obtiendrons  de  cette  faron  la  solution  du  pro- 
blèine  d'équilibre  élastique  d'une  placiue  indéfinie  arec 
unr  fente  rect  i  liune 


—  ub^JC^2b 


dont  les  bords  sont  soumis    à    une    pression  constante  uni- 
forme P  (fig.    10). 


1  1  1 

V  t 


Fi^^.   10. 
Dans  le  cas  envisairé  nous  aurons 


+  1 


Avec  ces  valeurs  la  formule  pour  pp  —  iç^'d-   donjie 


pp  —  ^p^f  =  P    u     


2P 


Le  dénominateur  de  la  première  fraction  est  évidem- 
ment réel;  pour  rendre  réel  le  dénominateur  de  la  seconde 
fraction  il  suffit  de  multiplier  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  cette  fraction  par  ^'  — l  Si,  ensuite,  on  remplace 
^  par  sa  valeur  pe*^  et  si  l'on  sépare  les  parties  réelles 
et  imaginaires,   on  obtiendra  après  quelques  calculs  simples 

les  Taleurs  de  pp  et  pr>.   La  valeur  de   ^9*  sera  donnée  par 
la  seconde  des  formules  (.4). 
Voici  ces  valeurs: 


pp  =  —  7'^- 
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"^  (p*— 2Ç.*  C0S23-+I)»  ' 

Pour  les  déplacements  nons  obtiendrons  d'après  la 
formule  (23)  de  la  p.    126*): 

K(;);(«?-t<^,i)=   -J„         -(2-(r-HA)?î   -s^'- »  +  /.■«-»'»!   , 

d'où,  après  avoir  remplacé    w'COl  par  sa  valeur: 

|ti)'(l^)|=     j  1^?^— 2  p*"cos  28^  I   , 

on  obtiendra 

/'ftc    (l— /,!  C0S2»-  +  (l  +  /,)f.'-— 2 

2H  Vc* — ap*  cos2*-i- 1 

P/>o          f  1  +  A)  sin  2^^ 
M»=  —  __ . 

2V-      V  '>» — 2p*C0S23-+I 

2*.— PI  an  avec  un  trou  elliptique,  dont  le 
bord  est  soumis  à  l'effort  tangentiel  uni- 
forme  T. 

Ce  cas  est  parfaitement  analogue  au  précédent.  On 
aurA  ici 

«(«)=  —   j'^Tco9(^!f}d.i^  —   JTdif'=  —Tu', 
v(s)=  f'''Tco3(sx)ds^         Ç T  de  =        Tx  . 

*)  Rappelons  nous  que 

et  que  si  roii  a  affaire  à    une    [ilaque    mince,    il  faut  remplacer  X 
par 

.  ,  2  X  JA 

A    =      -  •      . 
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Après  les  calculs  simples  on  obtiendra  comme  dans  le 
cas  précédent 


"^  2a[p*— p*+2a* — 2«p*cos2*|si 

2(1  [p'  +20*  -h  1—2(1  (  I  +PM  COS  20-J  siU  2* 


— « 
in  23- 


"i:^  ,  .  ^  I— 2a  C0.S2d'+p' 

pj    =,       2>*-ï'?*(^-?*)(«^-?*)(p*_3ap^^eo'^*-+«-^r  ' 

_  U^   t~"^  ^'f^'  "^^  ^  '  —A)]  SJD  2» 
2|i         l/p» — 2  0<5*  COS20'  +  ff- 

_  T bp  [—2 ne. *  +  a  ( I  -t- /■•)]  cos2»  +  a^  —  i  4- ( i  —  A)  p' 

'    ■"    2|l  /^— 2  Ôp»  COS  2*  +  0  ' 

De  ces  formules  on  peut  passer  au  cas  connu  du 
contour  circulaire.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  tendre  a 
vers  l'infini  et  h  vers  zéro  de  telle  façon,  que  le  produit 
ab  reste  toujours  éoal  au  rayon  R  de  Touverture: 

a.b=E. 

Le  passage  à  la  limite  donne  immédiatement 

p^  =  l'^j'       pp  =  x)"9*  =  o, 
up  =  o,  u^  =    ^  p  . 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  ?  et  0-  sont  des  coordon- 
nées polaires  du  point  dans  le  plan  auxiliaire.  Pour  passer 
aux  coordonnées  polaires  (/•  et  ^)  dans  le  plan  (xi^)  de  la 
])la(tue,   il  faut   i)oser 

Il  est  clair  que  d'une  façon  générale 
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Mp  =   —  Ury      «»  =    —  «0  . 

On  aura  donc  dans  notre  cas 

2  }!/■ 


III.-SOLUTION  DANS  LE  CAS,  OU  L'ON  DONNE  LES 
DÉPLACEMENTS  AU  CONTOUR. 

59'  — Lorsqu'on  donne  sur  le  contour  C  les  valeurs 
de  Hj  et  de  w^,,  alors  le  problème  se  réduit  à  déterminer 
les  fonctions  -^A^)  et  'h^(^)  d'après  la  condition  aux  limites 
suivante 

•]'i(^)  -♦-  -  '/i  r^)  -+-  A  r  1  (  :  )  =  —  zp,  {  Mj,  (s)  -  -  iu^  («)  )       (««♦»•    C): 

voir  la  for  m.  (9)  du  //"SZ  (p.  121). 

En  combinant  cette  condition  avec  celle  qui  sen  dé- 
duit en  remplaçant  i  par  — e,  nous  obtiendrons  les  deux  con- 
ditions  suivantes: 

■h,  {z)  -+-  ;  q)/  {s)  -»-  &  X  ,(  -  )  =  —  2|jL  (m  ,.  -  iu,,)  , 

(39)  ^  («ur,  C). 

i  ,(:)-+-  ^  x    ,(  e  )  H-  fe  cp,  (^-)  =  —  2^1  («^  +  jyy)  , 

'/^,    i/^,   désignant  des  fonctions    données  de    l'arc    du  con- 
tour  C. 

Introduisant  enfin,  comme  dans  les  ïin"  précédents, 
la  variable  ;  liée  à  z  par  la  relation 

nou8  aurons    avec  les  notations  anciennes 
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(^. 


■;^  (s  )  -t-  ^^^,^^.   Cp    (C  )  -^-  *  -  (  ^    )  =    -  21-1.  («X  —  *Mv)    » 


Si  l'on  compare  ces  conditions  avec  les  conditions  r^a) 
(lu  Ch.  III  ip.  103),  on  verra  (|ii'au  point  de  vue  de 
notre  méthode  ces  deux  conditions  sont  entièrement 
analoifues  et,  par  conséquent,  la  méthode  exposée  dans  le 
Gh.   III  s'appliijue  sans  aucune  modification. 

Faisons  seulement  quelques  remarques. 

Dans  If.  cm  (h(  domaine  fhii  nous  pouvons  poser 
d'avance 

ronime  il  a  été  dit  au  //•53  (p.  124). 

Le  problème  admet  toujours  une  seule  solution,  com- 
me on  le  saJt  d'après  la  théorie  de  l'élasticité. 

L(irst/ue  le  domaine  S  est  infini,  alors  il  est  facile 
(le  démontrer,  qu'avec  les  conventions  du  n*5\^  le  problème 
reste  indéterminé.  Il  devient,  au  contraire,  déterminé, 
quand  on  suppose: 

!•  ou  bien  que  les  déplacements  restent  bornés  a  l'infini, 

2*  ou  bien  ([u'on  connaît  la  résultante  jjfénérale  des 
efforts  appliqués  au  contour. 

Dans  le  premier  de  C9s  cas  on  peut  poser  dans  les 
formules  (j6)  et  (i8)  de  la  p.  124*) 

a  =  &  =  rt,  =  6,  =  ,3,  =  Y,  =  o  : 

alors    les    fonctions     ii,  et  '!;,  seront    holomorphes  dans     /S 
et  en  outre 


-)  Voyez     la  furm.  (19*)  p.  l'25. 
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On  en  déduit  que 

(41*)  '])f0)  =  0   , 

comme  dans  le  cas  du  domaine  fini. 

Le  deuxième  de  ces  cas  peut  être  réduit  au  premier 
par  un  précède  analogue  à  celui  du  w^l.  Les  constantes 
a,  />,  a,,  hi  seront  données  par  les  formules  (38)  du  même 
;;•   (p.  1:^1). 

60.  Exemple  l.-Aire  circulaire. -Supposons  que  le 
rayon  du  cercle  est  égal  à  un.  Alors  (o(Q  =  !;  et  les  con- 
ditions (40)  prennent  la  forme 

(42) 

Soient 

'^O  =  %o-hi%\-h(oi,  -f-ia',):;-f-(x, -4-îa',)^»-t-...  , 

(43) 

cJ>(o)  =  o 

(voir  la  condition  (41)). 

Multiplions  les  égalités  (42)  par,,  ^-  et  intégrons  sui- 
vant  y;  il  vient    d'après  les  formules  du  jM 

(H)  -b  (;)  ^-  l  '/  (:•-'•'  t"'-'  -+-  k  (a.  -  i%\) 


2ti 


(-45)     (a,  -  ix\)  ;  ^  2  («,  -  ix\)  +  /t  7  r;)  =  -  ^^.  /     ^7_-^-  ^^. 
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Exprimons  d'abord  que  a^-f-iao,  a, -f-ia',,  ai-f-«a',  sont 
eftectivement  les  coefficients  du  développement  de  cp(Q. 

Il  suffit  pour  cela  de  développer  les  deux  membres  de 
(45)  suivant  le.s  puissances  de  C»  en  bornant  les  développe- 
ments aux  termes  du  deuxième  dégrt',  et  comparer  les 
coefficients.   Il  vient 

ara,  — /a  ,;-r-/.-(a„-H^.x,)^  —  ^    /         {u^-^  ii(^,)  d^, 

(^6)  f'oc,    -  ja',)-4- ^('a, -H  »x',)  =  —        /         («^-+- <((^)  «-'■''^  (/y-, 

J  o 

Jo 

Nous  déterminerons  seulement  les  combinaisons  néces- 
saires: 

t  (a,  -j-  ia  ,)  =  —        I  (u^  -h  iUff)  d'd' 

X271 


(46*) 


aCa, — 


Il  reste  encore  à  vérifier  la  condition '^(o)  =  o  ,  puisque 
nous  nous  sommes  servis  de  cette  formule  en  déduisant  les 
formules  ("44)  et  (45). 
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Posons  à  cet  effet  ^  —  ^  dans  U^)-,  si  l'on  remarque 
que 

..  -s  (,) z =•  2  (a,  ^-  ta  , j  , 

L  '  '        J^     o 

on   obtiendra  la  condition 

Or,  cette  condition  coïncide  avec  la  première  des 
conditions  (46):   elle  est  donc  déjà  vérifiée.  * 

Notre  problème  est  résolu.  On  déterminera  'j(Q 
d'après  la  relation  (45)  et  ensuite  on  obtiendra  riCQ  par 
la  relation  (44). 

61.  Exemple  2.— Plan  avec  un  trou  elliptique. —Dans 
ce  cas 

et  les  conditions  aux  limites  prennent  la  forme  (cp.  n^A^). 

Admettons  que  les  déplacements  restent  bornés  à 
l'infini.  Alors,  comme  il  a  été  montré  dans  le  ^/"SQ,  on 
peut  poser 

(48)  'ii  (o)  =  o  ,  -^(;)  =  ra,  ^»a'j^ra,-htx',);  +  ... 

Multiplions  les  égalités  (47)  par  ,.-.'-  ^t  intégrons 
suivant  y;  il    vient 
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•KO  +  =  \.'il"'''-' 


Y 

La  comparaison  des  termes  constants    dans    les    deux 
membres  de  la  dernière  formule  donne 

d'où 

4  (a.  -  t  a,  )  =  -  ^    /       ((/,-*■«,)  (i  i>  -=  -  ^.   /  (u,  -  »  u^)  ''>   . 

Y 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  les  formules  précé- 
dentes,  on  obtient  finalement 


(49) 


■  ^/  -a  ^ 

^  aK'   f      "' r       '       271»   I  C 


Y  Y 

Il  est  aisé  d(;  voir  que  la  condition  •\)(o)=o  est  yéri- 
fiée  elle-même. 

Prenons  à  titre  d'un  exemple  sim|)le  le  problème  posé  par 
R.  H.  W  e  b  b*  )  :  0  n  fait  subir  au  bord  d  e  l'o  u  v  e  r  t  u  r  e 

*}  Cf.  Love,  I.  c,  §  187.  D'après  Love,  le  problème  a  été  résolu 
encore  par  /A  FAinirdes  (Quart.  Journ.  of  Math.,  Vol.  2fi,  1893).  Mal- 
heureusement, jo  n'eus  pas  l'occasion  de  voir  les  articles  de  Webb 
et  Fldwardes. 
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elliptique  une  rotation    d'ensemble    (autour    dK 
centre  de  Te llipsej     d'amplitude     très  petite    £. 
On  demande  de  déterminer  la  déformation  du  corps. 
Dans  le  cas  envisagé  nous  avons 

«^  =—£.'/'  ,   Vy~z.c  {sur    G)  , 

d'où 

7if-hiu,iz=it{x'-hiy') 

ou  bien 

«^  -+-  ««v  -^  *£  fO  (Ç')  =  »£  b{ X^  -^^-]  , 


M,  —  ïJ/„  ^= 


Substituant  ces  expressions  dans  (49),  nous  obtiendrons 
presque  sans  calculs 

Substituant    ensuite    ces    expressions    dans    la  formule 
(23)  du  /i'54  (p.  126)  nous  aurons 

|u)'(0(«P -»«»)-  ~'^\a{X'  —  a)^  J.(j-ha;*) 

d'où,   après  la   séparation    des  parties    réelles    et    imaginai- 


-li'^' 


res: 


iW 


.    /,^.  6«(ï— a*)«      2a&*e,  ,        .(     v-     ,.^â_^'    X4-2ji^ 


IV.— Cas  des  tensions  données.— Seconde  méthode.  !45 

où  l'on  doit  remplacer    <o' Q)    par  l'expression 

iù'  (!!)!  =  — ■  V{>*  — 'JU  ,rj'^  OO.S  2'à--ril'    . 

Pour  les  points  à  l'infini  (ç>  —  o)  les  déplacements  s'an- 
nulent. 

Si  l'on  pose  en  particulier  a  =r,  on  obtiendra  1a  so- 
lution pour  le  cas  du  plan  entier,  sectionné  suivant  un 
segment  de  droite.  Les  conditions  du  problème  correspon- 
dent à  peu  près  au  mode  de  déformation  suivant:  on  met 
le  bout  d'un  tournevis  dans  une  serrure  mince,  pratiquée 
dans  une  plaque  indéfinie,  et  on  le  fait  tourner  d'un  angle 
très  petit  e. 


IV. -SOLUTION    DU  PROBLEME    POUR   LE   CAS,  OU  L'ON    DONNE 
LES  TENSIONS  AU  CONTOUR.  -SECONDE  MÉTHODE. 

62-  —  <»>uand  il  s'agit  de  déterminer  l'état  d'équilibre 
élastique  d'un  corps,  étant  donnés  les  efforts  au  contour 
(cas  considéré  déjà  dans  la  section  II  du  Chapitre  présent), 
il  est  souvent  plus  commode  d(:  déterminer  directement  les 
fonctions  iPC^),    'l^'iO  et  non  pas  les   fonctions  -j  et  f|(. 

En  effet,  avec  les  premières  fonctions  les  tensions 
expriment  d'une  manière  plus  simple  qu'avec  les  dernières, 
comme  on  voit  d'après  les  formules  (lo)  et  (nj  De  plus, 
comme  nous  le  verrons,  les  conditions  aux  limites  pour  les 
fonctions  <!)  et  4»'  sont  plus  simples  que  dans  le  cas  précé- 
dent, car  les  grandeurs  données  X„(s),  Vjs)  y  figurent 
sans  intermédiaire  des  intégrales  (33)  du  ->?' 55  (p.    129), 

Pour  cette  raison  nous  indiquons  ici  une  méthode  per- 
mettant de  déterminer  les  fonctions  <!>  et  ^I'  sans  intermé- 
diaire des  fonctions  cp  et  'h.    Cette    méthode    ainsi    que    la 
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précédente  s'applique  au  cas  où  le  domaine  S  est  repré- 
sentable sur  un  cercle  au  moyen  d'une  fonction  rationnelle. 

Nous  nous  servirons  à  cet  effet  des  coordonnées  cur- 
vilignes introduites  au  ;^'»54. 

La  condition  aux  limites  est  fournie  immédiatement 
par  la  formule  (29)    du  jfSA    (p.    127)  où    l'on    doit    poser 


Ou  aura 


(5o)       (DC)-h4'a')-  ,y-^,J^i"(;>'(:')+a)'(r)"^(^')î 

=  pp  — î'pi)'  {sur    y)  . 

Dans  cette  formule  ?p  et  pO-  sont  des  fonctions  don- 
nées sur  la  circonférence  y:  ce  sont  respectivement  les 
composantes  normale  et  tengentielle  de  l'effort  appliqué  à 
Tunité  de  longueur  du  contour  C  de  *S^;  le  contour  G  cor- 
respondant point  par  point  à  la  circonférence  y,  les  quan- 
tités  pp  et  pH-  sont  aussi  des  fonctions  bien  déterminées 
de  l'arc  ^  de  y. 

La  condition  précédente  peut  être  mise  sous  la  forme 

(51)  (i,r;')+- .!.(',)-    ''\   l'I-^C^'^^'C'i-^^^O'otf)! 

=  ^  -»^       (««*•  r)  • 

Soit  ;;(0  un  tel  polynôme  que  les  expressions  ration- 
nelles 

w  (y)  wU) 


I 
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n'aient  pas  de  pôles  à  rintérieur  de  y»   sauf,   peut-être, 
le  point  ^  =  0. 

Alors  les  expressions 

n'auront     pas     de     pôles    à    Texte  rieur    de  y,   le    point 
:;  =ï  ce.    peut-être  excepté. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  (5t) 
par  pC^'),   on  donnera  à  la  condition  (50  la  forme  suivante 

(52)     p  (X)  (D  (;')  -^  P  (;')  '!•  (!,)-  X'-  'i'  (;')  ">'  (;')  ^~ 

et,   en  rempla^.ant   i  par  —  /, 

(53)  p(i]^i)-^p[ i)a)(^'j -.;, n,vyii) , ,^,^_,^ 

-  r\  <&'  (  ç'  )  -^r(w^        =(,??  +  '•  ?  ^)  i'  (''>       (*«  »-   T)- 

Procédons  avec  ces  deux  dernières  expressions  de  la 
môme  manière  que  dans  les  cas  précédents;  à  savoir, 
multiplions  les  deux  membres  par 

271/   S'-Ç  ' 

^  désignant    un    point    à    l'intérieur    de  y»   et  intégrons 
suivant  y.   Comme  au  //''45  nous  obtiendrons  respectivement 
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/  1  \ 

(52*)         /wrMlur)  --C''1'(;)'-'>'Q-"^V  ;M>'f;)i)Q      -V 

<o[  \  ]  a)'(  ^  ) 

/  I  I       /     (   ??  -(-»pv)' ji» 

"ï 
J^;;.)  et   J',  {Q  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  la  forme 

^  -+-  -ç;f_  ,     -T-  .  .  .  ^  Oo  -4-  .  .  .  -f-  O^  ,   . 

Les  C  sont  des  combinaisons  linéaires,  faciles  à  for- 
mer, des  parties  réelles  et  imaginaires  d'un  nombre  limité  de 
coefficients  des  développements  des  fonctions  <I)C^)  et  U'(:;> 
suivant  des  puissances  de  i^.  Ces  coefficients  inconnus  se 
déterminent  par  un  procédé  parfaitement  analogue  à  celui 
du  /^»46,   Ch.  III. 

La  formule  (53*)  nous  donnera  la  valeur  de  cltC^)  et 
ensuite  la  formule  r52*)  nous  fournira  'l'(0- 

63.  Remarques. —  En  déterminant  les  constantes,  il  faut 
tenir  compte  des    remarques  ci-dessous: 

I'.  — Quand  le  domaine  5  est  fini,  la  fonction 
<1)(0  contient  une  constante  additive  purement  imaginaire, 
dont  on  peut  disposer  à  volonté.  On  pourra,  p.  ex.,  sup- 
poser 

(54)  9î4-$(o)  =  o  . 

2*.  —  Quand  le  domaine  S  est  infini,  il  faut 
supposer 
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{54'^)  (I)(oj  =  U'(o)^c; 

voir  p.    124,   foim.    (i5)  et  (17). 

Il  faut  ensuite  tenir  compte  de  la  condition  d'uni- 
formité des  déplacements.  Cette  condition  s'exprime  au 
moyen  des  formules  ("20),  p.  125.  Mais  ces  formules  se 
rapportent  aux  fonctions  <5t(-')  et  ^\U).  Nous  les  trans- 
formerons à  présent  pour  les  fonctions  $(")  et   'l'*(^). 

On  a  dans  le  domaine  du  point  ^  =  ^-' 

(55)         <ï)(:)  =  (^.-f-'ï/):-h...  ,  'i'(;)-(p.-f-iV);-..  , 

les  a  et  .3  désignant  des  constantes  réelles*). 
D'un  autre  coté  {h^55,  p.  124). 

(II, (Jj  =  -J).  (^)=    ^    -i-...  ,  '1,(^')=      .      -... 

Mais,   d'après  Thypothèse  faite 

~"  ^<^(^)  =  >  —  fonct.   holom. 

Par  suite 

On  en  déduit 

a  -h  ib  =  (3C,  -f-  1%,')  <     ,    ".  -+-  il),  =  ([5,  -  /[^/)  0    . 

La  condition  de  l'uniformité  des  déplacements  qui 
avait  la  forme 

a,  H-  i^i  —  /:(ff  —  /6) 

prend  à  présent  la  forme  suivante: 


*)  Il  ne  faut  pus  confondre  ces    constantes  avec   celles  de>   nti' 
précédents,  désignées  par  les  mêmes  letres. 
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y)  (,3,  H-  i^',)  c  =  k  (a,  -  /a  ,)  r 

d'où,   lorsque  '•  est  réelle, 
(56* j  3,  -f-  i3',  =  ft  (a,  -—  /a',)  . 

64-  Exemples.  -  La  méthode  exposée  est  particulière- 
ment propre  aux  applications  dans  le  cas,  où  parmi  les 
efforts,  agissant  sur  le  contour,  se  trouvent  tels  qui  sont 
concentrés  en  des  points  discrets  (les  efforts  concentrés 
étant  considérés  comme  limites  des  efforts  distribués  le 
long  d'une  portion  finie  du  contour). 

On  trouvera  les  exemples  relatifs  au  domaine  circu- 
laire dans  un  article  publié  en  langue  russe  par  M.  K  o  1  o- 
sov  et  moi  dans  les  Annales  de  l'Institut  Klectro- 
téchnique  àPetrograd  (Vol.  XII,  1915).  Nous  nous 
bornerons  ici  à  envisager  le  cas  du  plan  indéfini  avec 
une  ouverture  elliptique.  On  aura  dans  ce  ca- 
(voyez    //•49,   p.    113j 

et  les  formules  (52)  (53),   où  Ton  peut    poser  />(^^)  =  3  —  <^^' , 
prennent  la  forme: 

Multiplions  les  deux    membres    des    dernières   éL-alit*' 
par 

■:-!;  ' 
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^  désignant  un  point  à  rintérieur  de  y,  et  intégrons  ]e 
lonii  de  Y-  En  tenant  compte  des  formules  du  //"A  et  des 
conditions 

'//•63,2*),   on  aura  après  des  calculs  très  simples 
':j    (1  ~  <'j  a^o  -  u  (a.  -  /a/)  ;  -  a  (a,  -  ix\)  -  f  ;>  -  M)  'I-  (  :) 

—  ^^1 -ha, 'j(i)  (.,)  =  , ^_.  j  :'-:'         '^^ 


:tij 


où  l'on  a  désigné  par  ^c,,...  ,  a',  les  constantes  réelles 
(inconnues  pour  le  moment)  qui  figurent  dans  le  dévelop- 
pement 

Comme  a  >  i,  la  formule  (58)  donne  pour  (]){Z,)  l'expression 
holomorphe  dans  :*;  remplaçant  (!>(:;)  par  cette  expression 
dans  (^57),  nous  obtiendrons  pour  'l'O  une  expression  éga- 
lement holomorphe  dans  n.  Il  reste  encore  à  déterminer 
les  costantes  a  d'après  les  conditions 

'-')}     <I)('o)  =  •l'"(o)  =  0  ,  <I)'(o)  =  a, -i-/a,'  ,  (1)"  (■o):r^2fa, -f-îa'j  , 

auxquelles  il  faut  ajouter  la  condition  d'uniformité  des 
déplacements. 

Après  des  calculs  simples  on  verra  que  les  conditions 
(59)  se  réduisent  à  la  seule  suivante 


(6o)  -a(:i,-i%\)=J^.  j^ 
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La  condition  de  l'uniformité  des  déplacements  est 
ciprimée  par  la  formule  C5o''j  du  ?/'  précédent  et  peut  être 
mise  sous  la  forme 

•r'(o)=r/>;,l.'(0). 

Si  l'on  remplace  dans  cette  formule  ^r'fu)  par  son 
exf>r8ssion   tirée   de  (57),   on  obtiendra  immédiatement 

(e  .' ri      /■•>  a,    - 'a  .    -^     -      ./  *    ..V     ---     (?^. 


"  '■'(^.■■-■"  J^J'^-'T- 


Les  valeurs  des  a  sont  donc  parfaitement  détermi- 
nées: on  les  obtiendra,  en  séparant  les  parties  réelles  et 
imaginaires  dans  (êo)  et  (61). 

A  titre  d'un  exemple  simple  prenons  le  cas,  où  le 
bord  elliptique  est  sollicité  par  deux  forces  égales  opposées, 
de  grandeur  commune  F,  appliquées  aux  extrémités  du  petit 
axe. 

Désignons  par  .s'  et  -s"  deux  arcs  du  contour  de  lon- 
gueurs infiniment  petites  s,  placées  aux  extrémités  du  petit 
axe.   et  pos(>ns 

?P— ^    sur  '^',.s";    ?p—o  sur  le  contour  restant; 

pH-^^'j     sur  tout  le  contour. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes et  si  l'on  remarque  ((ue  les  arcs  de  y»  qui  corres- 
pondent aux  arcs  s'  et  s"  de  l'ellipse,  sont  placés  aux 
points  '^=±i  et  ont  une  longueur  sensiblement  égale  à 

e  s 

f»n  obtiendra,   en  faisant  tendre  s  vers  zéro. 
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";   on  achèvera  les  calculs  coiume  au  /■'"SS. 

•  Oi^vi.  iH  >epiembrt,  Ihnil. 


Fin. 
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